LOGICA BASICA 49
LOGICA DE PREDICADOS — DISCUSSAO INFORMAL

A légica de predicados é uma extensao da légica proposicional para uma linguagem mais rica,

portanto de maior poder de expressdao. Argumentos como

Premissa O quadrado de qualquer inteiro é positivo
Premissa 9 é um quadrado
Conclusao 9 é positivo

nao sdo validados pela légica proposicional. Na légica de predicados usamos variaveis, quantifi-
cadores e predicados para capturar elementos mais finos da estrutura gramatical.

A légica de predicados € a linguagem formal padrdo para a formalizacao axiomdtica da mate-
matica. A Aritmética de Peano e a Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel, por exemplo, sdao
axiomatizacoes da Teoria dos Numeros e da Teoria de Conjuntos.

O que queremos formalizar com a légica de predicados? Senten¢as como

e Todo aluno é mais novo que algum professor.
e Todo ntimero primo maior ou igual a dois é impar.

e Todo anel de divisdo finito € um corpo.

podem ser simbolizadas no cdlculo proposicional, mas o dito ndo captura toda estrutura da sen-
tenca. Os alvos do discurso (sujeito e objeto gramaticais) tém qualidades e mantém relacoes. O

que procuramos? Uma linguagem mais rica que leva em conta a estrutura interna das sentencas
sujeito — predicado — objeto

na qual sujeito e objetos de quem se fala sdo elementos de um universo do discurso e sdo repre-
sentados por constantes ou por objetos genéricos e ndo especificados (pronomes) que sdo repre-
sentados por varidveis; os predicados e as relacdes sao explicitados. Além disso, o “para todo” e

o “existe” sdo incorporados como primitivas da linguagem.

Exemplo 46. Num universo (de discurso) far, far away ....

Constantes: a para’Armando’, d para 'Daniel’ e j para ’'Manoel.
Predicados: P para ’é professor’ e A para’é aluno’.
Relagoes: J para’lecionam juntos’ e N para ’'é mais novo’.

P(a) simboliza a sentenca 'Armando é professor. —1A(j) simboliza a sentenca 'Manoel nao é
aluno’. J(a, d) simboliza a sentenca ’Armando e Daniel lecionam juntos’. M(d, a) simboliza a sen-
tenca 'Daniel € mais novo que Armando’. Obervemos que, considerando o significado natural das
sentencas, J(a,d) e J(d,a) ttm o mesmo significado, mas M(a,d) e M(d,a) ndo tém o mesmo

significado.


https://en.wikipedia.org/wiki/Peano_axioms#First-order_theory_of_arithmetic
https://en.wikipedia.org/wiki/Zermelo%E2%80%93Fraenkel_set_theory
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Usamos as varidveis x, y, z... para representar membros genéricos do universo. P(x) simboliza
'x é professor’ e M(x, y) simboliza 'x € mais novo que y’. Nem P(x) nem M/(x, y) tém valor logico,
nao sdo sentencas no sentido da légica proposicional que vimos na Parte 1 destas notas. Sao
chamadas de sentencas abertas.

As sentencas abertas tornam-se sentencas légicas quando substituimos as varidveis por ele-
mentos do universo ou se a quantificamos. O quantificador ¥V é lido “para todo” e o quantificador
3 é lido “existe”. Vx P(x) simboliza a sentenca todo x é professor’ a qual pode ser atribuida valor
l6gico: significa que todo elemento do universo do discurso é professor. 3x P(x) simboliza a sen-
tenca 'algum x é professor’ a qual pode ser atribuida valor légico: significa que pelo menos um
elemento do universo do discurso é professor.

Notemos que, por exemplo
(1) VxM(x,y) é uma sentenca aberta
(2) AyVxM(x,y) e VxIy M(x, y) tém significados diferentes.

A sentenca "Todo aluno é mais novo que algum professor’ pode ser simbolizada por
Vx3y(A(x) A P(y) — M(x,y))

A sentenca '"H& um professor tal que todo aluno aprende algo com ele’, considerando as relacoes

B(x,y,z) para’y aprende z com x’ e H(x) para’x é um assunto’, pode ser simbolizada por

3x (P(x) AV Y (A(Y) — 3z (H(2) AB(x, y, z))))

Em matemadtica, muitas vezes tratamos de estruturas que consistem em um conjunto com ope-
racoes e relacoes entre seus elementos. Por exemplo, na Teoria Elementar de Numeros o conjunto
de elementos em discussdo é o conjunto de ntmeros inteiros Z = {0,+1,+2,...} Pode-se precisar
de simbolos para alguns ntimeros, para varidveis, para funcoes (como - e +) e para as relacoes
(como =, <, e|). A sentenca “Para todo x, se x € um inteiro maior que ou igual a zero e todo inteiro
é divisivel por x, entdo x é igual a um” considerando que

e 0 e 1sao constantes;
e >(x,y) simboliza a relacdo “x é maior que y”;
e =(x,y) simboliza arelacdao “x é iguala y” e
e | (x,y) simboliza a relacao “x divide y”,
é simbolizada como

Vx(( >(x,0)V =(x,0)) AVy (| (x,)) —=(x, 1))

ou, usando as simplifica¢cdes ja adotadas e > para "> ou =’, escrevemos

Vx((x}O/\Vyxly) - X= 1).
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A expressao
VxEIy(0< YAX<YAVz((zlyAO0<z)— (z=1Vz= y)))

pode ser interpretada, nesse contexto, que “existem inifinitos nimeros primos”, ou seja, que para

todo inteiro x existe um inteiro positivo y > x cujos tnicos divisores sdo o 1 e o préprio y.

5. LINGUAGENS FORMAIS DE PRIMEIRA ORDEM

Diferente da légica de proposi¢oes ndo temos uma tnica linguagem na l6gica predicados. Uma
linguagem logica de primeira ordem é um conjunto de férmulas escritas a partir de um alfabeto
que considera simbolos comuns a todas as linguagens e os simbolos que sao especificos de cada
linguagem, ditos ndo légicos ou extra logicos.

A seguir descrevemos uma linguagem logica genérica de primeira ordem denotada por £;. O

alfabeto genérico é

o ={x;: ieN}u{~,—,()V,=}ufci:ieNtu [J{R!: ieN}ju |J{F:ieN}
n>1 n>1

dos simbolos permitidos para as expressoes na linguagem genérica incluem

variaveis: X1 X ...
. . conectivos logicos: -
simbolos l6gicos ]
quantificador: \
pontuacao: ()
simbolo relacional de igualdade =
Constantes: c1 ¢
. . Para cadan > 1:
simbolos nao-légicos L
relacionais n-4rios: Rl R} ...
funcionais n-arios: F!' F}

As constantes, os simbolos relacionais e funcionais sao especificos de cada linguagem de pri-
meira ordem e um ou mais deles pode ser vazio. Os simbolos l6gicos sao compartilhados por toda
linguagem de primeira ordem. O simbolo de igualdade é um simbolo relacional bindrio especial.
H4 autores que tratam a igualdade como um simbolo 16gico e outros que tratam como nao-légico
de modo a distinguir-se as linguagens de primeira ordem com igualdade e sem igualdade. Aqui
ndo faremos essa distin¢cao, ndao o chamaremos de légico mas consideraremos que toda lingua-

gem de primeira ordem tem o simbolo de igualdade. As constantes e os simbolos relacionais e
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funcionais sao os simbolos ndo-légicos e sao especificos de cada linguagem, as quais, geralmente,

dependem do uso pretendido.

Exemplo 47 (linguagem da Teoria dos Grafos). A linguagem da teoria dos grafos ndo tem constan-
tes, nao tem simbolos funcionais e tem apenas um simbolo relacional binédrio Rf que abreviamos

por A, simplesmente, que denota a relacao de adjacéncia.

Exemplo 48 (linguagem da Teoria Aritmética de Nuimeros). A linguagem da aritmética tem uma
constante, o 0, tem um simbolo funcional unario Fll, que abreviamos por S, tem dois simbolos
funcionais bindrios F12 e F2, que abreviamos por + e - respectivamente, e um relacional binario R‘f

que abreviamos por <.

Exemplo 49 (linguagem da Teoria dos Conjuntos). A linguagem da teoria dos conjuntos nao tem
constantes, ndo tem simbolos funcionais e tem apenas um simbolo relacional bindrio RZ que abre-

viamos por €.

Exemplo 50 (linguagem da Igualdade). A linguagem da igualdade ndo tem constantes, ndo tem

simbolos funcionais e ndao tem simbolos relacionais.

Intuitivamente, as constantes deverdo ser interpretadas como elementos especificos do uni-
verso de discurso da linguagem; os simbolos da fun¢do n-dria interpretados como funcdes espe-
cificas que mapeiam n-tplas de elementos do universo de discurso a elementos do universo; os
simbolos de relacdo n-dria destinam-se a designar relacoes entre n elementos. O simbolo quanti-
ficador destina-se a representar “para todos” em referéncia a todos os elementos do universo e é

usado com variaveis.

5.1. Termos. Sao as sequéncias de simbolos do alfabeto obtidas a partir das regras abaixo.

(T1) Variaveis e constantes sao termos.

(T2) Para qualquer natural n, e qualquer simbolo funcional F l.”, se t1, Iy, ..., [; sS40 termos entao
F'titp...t, é termo.

(T3) Nao ha outros termos além dos obtidos pela aplicagdo de um numero finito de vezes das

regras acima.

Exemplo51. Sdo termos: c1, X101, le X1, F22x1 Cg, Ff c1c2x1X2. Note que F22x1 ndo é termo (por qué?).

A cadeia de simbolos F| FZx; x; € um termo? F| F?F] x; x, é um termo?
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METATEOREMA 13 (TEOREMA DA UNICIDADE DE REPRESENTACAO DOS TERMOS) Se t é um termo

de uma linguagem de primeira ordem, entdo uma, e apenas uma, das assercoes abaixo é verdadeira:

e t é uma varidvel;
e [ é uma constante;
e hd um tinico n para o qual t é F"'t,t,...t, para tinicos termos ty,...,t, e tinico simbolo

funcional n-drio F".

METATEOREMA 14 (PRINCIPIO DE INDUGAO PARA TERMOS) Sejal’ um conjunto de termos de uma

linguagem de primeira ordem. Se

(1) as varidveis e as constantes pertencem al’;
(2) sety, t,...t, pertencem al entdo Ftt,...t, pertence al para qualquer que seja o simbolo

funcional n-drio F.

EntdoT é o conjunto de todos os termos da linguagem.

5.2. Férmulas. Formulas bem formadas (FBF) sao as sequéncias de simbolos do alfabeto obtidas

a partir das regras abaixo.

(F1) Se t e s sao termos, entado (= ts) € uma formula. Também, para qualquer natural n, e qual-
quer simbolo relacional Rl’?, se ft1,..., t; sdo termos entao Rln ht.. .ty éumaférmula. Toda
férmula obtida por aplicacdo exclusiva dessa regra é dita férmula atémica.

(F2) Se a e sdao férmulas, entdo (—a) e (@ — B) sdo férmulas.

(F3) Se a é formula e x é uma variavel, entao (Vx a) é féormula.

(F4) Nao ha outras féormulas além daquelas obtidas pela aplicagdo um ntmero finito de vezes

as regras acima.

A linguagem genérica obtida dos simbolos do alfabeto genérico </ é denotada por % .

Exemplo 52. ((R%xl — Ryxgxp01) — (V1 (VX2 Rycaxacr) — ((= Fyx F} cl))))).

METATEOREMA 15 (TEOREMA DA UNICIDADE DE REPRESENTAGAO DAS FORMULAS) Seja « uma for-
mula de uma linguagem de primeira ordem. Entdo « satisfaz uma, e apenas uma, das condicoes

abaixo

e a é uma formula atébmica da forma Rt 1,...t,, onde R é um simbolo relacional n-drio e
t,..., ty sdo termos, para tinicos n, R e t;’s;

e a éuma formula atomica da forma (= st) para tinicos s e t termos;

e a éda forma (= f3), para uma tinica formula B;

e a éda forma (B — y) para tinicos (5 ey formulas;
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e a éda forma (Vxp), para uma tinica férmula e uma tinica varidvel x.

METATEOREMA 16 (PRINCIPIO DE INDUGAO PARA AS FORMULAS) Sejal um conjunto de formulas

de uma linguagem de primeira ordem. Se

(1) as formulas atdbmicas pertencem al’;
(2) sea pertenceal entdo (~a) pertenceal’;
(3) sea e f pertencemal entdo (o« — P) pertenceal;

(4) sea pertenceal ex éuma varidvel, entdo (Yx a) pertenceal .
EntaoT é o conjunto de todas as formulas da linguagem.
5.3. SimplificacOes, abreviaturas e omissao de parénteses. Vamos assumir algumas convencoes

de notacdo para facilitar nossa vida. No uso dos simbolos admitimos algumas simplificacdes na

escrita, como ja fizemos na légica proposicional.

Férmulas: usamos as metavaridveis a, 3,7, ... possivelmente com indices.

Termos: usamos as metavariaveis s, ¢, u, v possivelmente com indices.

Varidveis: usamos as metavariaveis x, w, y, z possivelmente com indices.

Constantes: usamos as metavariaveis a, b, ¢, d, e, f possivelmente com indices.

Simbolos relacionais: ao invés de Rl’? escrevemos R e também usamos outros simbolos

como BQ,R, S, <, <. Ainda, escrevemos
R(#,0,...,t,) aoinvésde R" t16... t,,.
Para as relacoes R bindrias escrevemos
(a R b) ao invés de R(a, b)
como em (a < b), em particular, escrevemos
(t =s)aoinvésde = (t,s)

como € usual.
e Simbolos funcionais: ao invés de F l" escrevemos F e também usamos outros simbolos
como F,G, H,+,-. Ainda, ao invés de F" 1, ... t, escrevemos F(ty, fs,..., t;). Para as opera-

¢oes bindrias F escrevemos (a F b) ao invés de F(a, b), como em (a+ b).

5.3.1. Abreviaturas. Para resultados teéricos (metamatemadticos) é vantajoso possuirmos o mi-
nimo possivel de simbolos, entretanto, para nos expressarmos de maneira clara e sucinta quanto
mais simbolos, melhor. Tratando alguns simbolos como abreviaturas de outros nés ganhamos dos

dois lados.
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simbolo lé-se uso
A conjungao (a A B) abrevia (—(a — (7))
v disjungdo (a v B) abrevia ((ma) — B)
- biimplica (@ — B) abrevia (@ — ) A (B — )
3 existe (3xa) abrevia (0 (V x(7a)))
A ndo existe (Ax a) abrevia (m(Fxa))
# diferente (s # t) abrevia (0 (s = 1))
1 falsum abrevia (a A (ma))
T verum abrevia (01)

Exercicio53. Escreva (a — f3) e (Ax a) usando apenas conectivos e quantificadores do alfabeto <.

Representamos os conectivos légicos bindrios v, A, — e < genericamente, pelo simbolo [,
no caso de multiplas ocorréncias de conectivos distintos usaremos indices [}, [, e assim por
diante. Com isso a[]f indica uma férmula composta por @, e algum dos conectivos e qual
deles, especificamente, ndo importa no momento em que se usa o simbolo L] com o cuidado de
que duas ocorréncias numa mesma frase significa 0 mesmo conectivo; por exemplo em “a[1n
deve ser lido como (a[Jn)” ndo deve ser entendido como, por exemplo, “a — 1 deve ser lido como
(¢ An)” mas sim como “a — n deve ser lido como (¢ — 1)” (e, respectivamente, 0 mesmo para [
sendo A, V,<).

Ademais, representamos os quantificadores V e 3 genericamente por @ possivelmente com

indices, como no caso dos conectivos.

5.3.2. Omissdo de parénteses.

e Omitimos os parénteses externos de uma férmula, recolocando quando a usamos para
compor outras féormulas. Por exemplo, escrevemos @ — f no lugar de (@« — ), mas recolo-
camos 0s parénteses quando escrevemos, por exemplo, Vx(a — f3).

e V tem precedéncia sobre - que tem precedéncia sobre —; considerando as abreviacoes
ordem de precedéncia é V,3,, A, Vv, —, e <.

» Em sequéncias de conectivos omitimos o uso sucessivo de parénteses. Isto é, escrevemos
aANPAynolugardeaA(fAy)ea— f— 7y élidocomo a— (f— y). O mesmo valendo
para os outros conectivos.

e Quando nao houver riscos de més interpretacoes, omitimos os parénteses externos em

subférmulas do tipo Vxa, 3xa e 7a. Por exemplo, escrevemos 7Vx3ya, emvezde 7 (Vx(Iya)).
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Exemplo 54. De volta ao exemplo 52
((R}xl — Ry x4xz01) — (V1 (Vo Ry caxzcr) — (M(= FllxlFllcl)))))
que simplificando fica escrito como

(R(x) = S(z,y,0)) — VxVy(S(a,y,c) = (F(x) # F(c))).

5.4. Linguagem de primeira ordem para a Aritmética. Vejamos um exemplo de linguagem de
primeira ordem para a Aritmética que consiste do estudo dos nimeros naturais e suas proprieda-
des. Denotaremos essa linguagem por £y cujo alfabeto contém, além dos simbolos légicos, os
nao-légicos

¢ a constante 0,

¢ 0 simbolo funcional unéario S e os simbolos funcionais bindrios + e -, e

e 0 simbolo relacional bindrio <.

Sao exemplos de termos dessa linguagem +-0x; x2, SSSSO0, +x; 50, = -x;+S05S0-x, SSS0. Usando
as convencoes de simplificacdo reescrevemo-os (0-x)+y, S(S(S(S(0)))), x+5(0), x-(S(0)+S(S(0))) =
x-8(5(5(0))). Sao férmulas da linguagem:

(1) <-S0S0 + S0S0 ou, simplesmente, S(0) - S(0) < S(0) + S(0).

(2) (Vx; =+0x1x;) ou, simplesmente, Vx(x+0 = x).

3) (‘v’xl (Vaxa(2 +80x; + %280 —= xlxg))) ouVxVy(x+S0) = y+S0) — x = y).
(4) Jasimplificado VxVy3z(y=x+z— (x<yvx=y)).

A intencdo € interpretar a constante 0 como o nimero zero, S como a fung¢do sucessor € +,-, <
interpretados como, respectivamente, a adicdo, a multiplicacdo é o menor que em N. Os termos
0,50,580, 5550, SSSS80,... intencionam descrever os nimeros naturais zero, um, dois, trés, quatro,
etc. Com essa interpretacdo, que ainda é somente uma intencao, podemos dar alguns exemplos

intuitivos de expressoes da aritmética nessa linguagem.

2

Exemplo 55. "Nio existe raiz de 2’ é expresso por Ax(x - x = S(S(0))) que reescrita usando somente
simbolos do alfabeto fica (7 (=(Vx; (7 (= -x; X1 SS50))))). Também podemos expressar a mesma ideia
usando (Vx; (—(= -x1x1SS0))).

Exercicio 56. Expresse em £y a sentencga 'existem infinitos niimeros primos’.

5.4.1. Outros exemplos informais em linguagens de primeira ordem. Na linguagem da igualdade
pura, Z-, que ndo tem simbolos ndo-légicos, conseguimos expressar certas ideias, por exemplo,
‘existe um Uinico sujeito’ por 3xVy(y = x), ou 'existem somente dois sujeitos’ por IxIy((x # y) A

Vz(z=xVz=Y)).
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Na linguagem para Teoria dos Conjuntos Z¢, que s6 tem o simbolo relacional bindrio €, a in-
tencao das varidveis € representar conjuntos e x € y diz que o conjunto x é elemento do conjunto
y. A Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel é escrita nessa linguagem. A existéncia do conjunto
vazio é expressa por IxVy-(y € x).

A existéncia do conjunto definido no paradoxo de Russel (pagina 22?) é expresso por

(6) IxVy(yex—(yey).

Exercicio 57. Escreva uma féormula que simboliza a sentenca ’existe um tinico conjunto vazio’ em
Zc.

5.5. Varidveis livres, ligadas e substituicao de varidveis. Dizemos que uma varidvel x ocorre livre

em uma féormula a se

(1) «a é atdbmica e x ocorre em «;
(2) a édaforma (7f) e x ocorre livre em S;
(3) a édaforma (B — y) e x ocorre livre em S ou y;

(4) a é daforma Vyy e x é diferente de y e x ocorre livre em .

Uma ocorréncia de x em a que nao ¢é livre é dita ligada. O item 4 acima é a chave para classifi-
carmos a ocorréncia de uma varidvel como livre ou ligada: a ocorréncia de uma variavel x € ligada
se ela estd no escopo de uma ocorréncia de um quantificador. O escopo de um quantificador
numa férmula a é a subférmula  na qual o quantificador se aplica (quando a regra de formacao
de férmula quantificada foi aplicada, isto é, em (Vx 8) o escopo de x é f3).

Cada ocorréncia de uma varidvel x é livre ou ligada, mas ndo ambas. Entretanto, a mesma va-

ridvel pode ocorrer livre e ligada na mesma férmula. Por exemplo,

(1) Em Vx7(x5 = x7) a ocorréncia de x5 é livre e a ocorréncia de x; € ligada.
(2) Em Vxp ((xp = F(xg)) — (mVxg R(xg))) a primeira ocorréncia de xg € livre e a dltima ocor-
réncia € ligada.

(3) Em Vz(Vx(P(x) — R(2))) — (Q(y) — P(x)) avariavel x é livre e ligada, y € livre e z é ligada.

Uma férmula a sem ocorréncia de variaveis livre é dita sentenca. Por exemplo, x = y é féormula

mas nao é sentenca.

O conjunto das varidveis livres. Antes de irmos adiante, definimos recursivamente o conjunto

V L das variaveis livres de uma formula:
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(1) se t € termo entdo
g, setéc
VL(t) = { {x}, setéx
VL(H)u---UVL(t,), setéF(f,..., t)
(2) se a é formula entao
VL(t;) UVL(t), seaét =0

VL) u---UVL(t,), seaéR(t,...,t,)

VL(@) =4 VL(p), seaép
VL(B)UVL(y), sea € plly
VL) \ {x}, sea é(Q)xp

Pelos metateoremas de inducao o conjunto VL estd definido para todos os termos e todas as

formulas da linguagem %;.

5.6. Substitui¢do de varidveis. Se ¢ e s sdo termos e x é uma varidvel, definimos [¢]} o termo
obtido substituindo toda ocorréncia da varidvel x pelo termo s. Formalmente, definimos a subs-
tituicao em termos recursivamente:
e [x]5 éotermo se[y]; éotermo y;
* se ¢ é uma constante, [c]; é o termo c;
e se tédaforma F(f,...,t,), entdo [t] é o termo F([{13,..., [t,]3).
Se a é uma férmula, x é uma variavel e ¢ é um termo, definimos [«a] fc a férmula obtida substi-
tuindo todas as ocorréncias livres da variavel x pelo termo t.
Formalmente, definimos a substituicao em férmulas recursivamente
e seaé(s=1)entdo [a]L é ([s]L =[1]);
e SeaéR(ty,1y,..., 1) entdo [alL é R([n]L, [6]L,..., [t,]L);
e Se a é 7B entdo [a]L é [B]L;
» Se a éy — Bentdo [a]l é [y]L — [BI;
e Se a é Vxf entdo [a]’ é a; sendo, sempre que y # x, se a é Vy f entdo [a]L é Vy[B]L.

Por exemplo

D) [(x=p)]3 € (x=x).
) [(x= %€y =y).
3) [Vx(x= )% éVx(x=y).
(4) [Vx(xiy)]j“,é‘v’x(xix).



LOGICA BASICA 59

(5) [(VxP(x)) — P(x)]L é VxP(x) — P(1).
6) [VXx(Vy(x=y) — (Vy(x =y} éVx(tVy(x=y) — (Vy(y = y).
() [Vx(P(x,y) — (Q) vy P(x, ;" 6 Vx (P(x, F(y, 2)) — (MQE(y, 2)) v Iy P(x, y))).

Exemplo58. Considere em £y aférmula 3x(y = S(S(0))-x). Se substituimos y pelo termo S(S(S(0)))
temos 3x (S(5(5(0))) = S(S(0)) - x). Se substituimos por x entdo temos Ix(x = S(S(0)) - x)

Substituicao admissivel. A substituicao da varidvel x pelo termo ¢ na férmula ¢ é admissivel se
nenhuma ocorréncia livre de x em ¢ estiver no escopo de um quantificador que liga qualquer
varidvel que aparece em . Isto é, para cada variavel y que aparece em f, nenhum lugar onde x
ocorre livre em ¢ estd no escopo de '3y’ ou’Vy'

Por exemplo, o termo x ndo é admissivel para a varidvel y na férmula VxP(x, y); o termo F(x, y)
nao é admissivel para a variavel x em VyP(x,y); o termo z é admissivel para y em P(y,z) —
VyQ(y, 2).

Formalmente, o termo ¢ é admissivel para a varidavel x na formula a se

(1) a é atomica;
(2) a é 7f et éadmissivel para t em fS;
(3) a é f— yetéadmissivel para x em a e em f;

(4) aéVypPesexe VL(P)entdo y ¢ VL(t) e t é admissivel para x em .

Exercicio 59. Prove usando inducao em férmulas que ¢ é admissivel para x em «a se, e s6 se, as

variaveis de t na férmula [a] fc nao sdo ligadas por um quantificador.

Se x ¢ VL(a), entao [a] fc é admissivel para qualquer termo ¢ e, nesse caso, as féormulas a e [a]fc
sdo idénticas. Uma varidvel x sempre é admissivel para ela mesmo em qualquer férmula e [¢]] é a
férmula @. A varidvel y ndo é uma substituicao admissivel para x na férmula Vy (x = y) porque se
substituimos x por y a nova ocorréncia de y seria ligada. Isso fard diferenca no valor verdade de
uma sentenca, enquanto que Yy (y = y) serd uma tautologia em qualquer interpretacao, a férmula

Vy(x = y) tem valor verdade que dependera da interpretacao.

Exercicio 60. E x uma substituicdo admissivel para z em ¢ se ¢ é z = x — Vz(z = x)? Em caso

afirmativo, o que é [¢]}?
5.7. Generalizacao. Se a é uma férmula entdao uma generalizacao de a é a féormula
Vxi1Vxy---Vx,a

para quaisquer colecao de varidveis xp, x», ..., X,;, independente delas ocorrerem ou ndao em a.
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Exemplo61. Sao generalizacdes de x = y as formulas: Vx(x = y),Vy(x =y), VyVx(x=y), VzVyVx(x =
¥), YwVzVyVx(x =y).



