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0 Aquecimento: Grafos pseudo-aleatérios

Escrevemos G(n) para a familia dos grafos de ordem n e G, para um grafo
arbitrario de ordem n. Em 1989, Chung, Graham e Wilson [2] introduziram
uma classe de propriedades de grafos que sdo equivalentes e satisfeitas por
grafos aleatérios quase-sempre, isto é, propriedades P tais que

Pr[G, € G(n): G, satisfaz P] — 1 quando n — oo.

No Teorema 1 abaixo, listamos essa classe de equivaléncia de propriedades
que sao satisfeitas para grafos aleatérios quase sempre, para probabilidade de
arestas 1/2. Resultados andlogos podem ser provados para probabilidade de
arestas p, para todo 0 < p < 1 fixo, basicamente pelos mesmos argumentos.

Um grafo que satisfaz alguma (portanto, todas) dessas propriedades é
dito grafo pseudo-aleatorio.

No que segue adotamos as seguintes notacoes, N, (H) e Ng, (H) denotam
o numero de cépias induzidas e nao necessariamente induzidas de H em G,
respectivamente. Denotamos por I'g, () o conjunto dos vértices adjacentes
a z em G,. Usamos C"! para denotar o circuito com t arestas e A = A(G,) =
(Gzy)zyevia,) ¢ a matriz de adjacéncias de G,,. Lembramos que A é uma
matriz real simétrica, portanto, admite autovalores reais.

Teorema 1 Sdo equivalentes:
Pi(s): Para todo grafo H de ordem s, s > 4 inteiro,

Ny (H) = (1+0(1))ns2-6).

P.(t): Parat > 4 inteiro par,

n

e(Gn) > (1 + o(1)) (g)2 e N, (CY) < (1+o(1) (E)t.

P3: Considere uma ordenacdo |A1| > - -+ > |\,| dos autovalores \; de A(G,,).
Entao,

e(Ga) > (14 o(1) (g)2 M=(+o)) e A=oln).
Py4: Para cada U CV(G,,), temos
| 2
e(U) = Z\U\ + o(n®).
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Ps: Para cada U CV(G,), com |U| = |n/2], temos

o(U) = (% + 0(1)> n

Pg: Para todo x, y € V(Gy), se S(z,y) = V(Gy) \ (['(x)AL(y)), entao

> IS y)l - 5| = on).

T,ycV

P7: Para todos x, y € V(G,)

> |I0@) @)l - 5| = o).

z,yev

Note que P, vale somente para circuitos pares. O seguinte exemplo mostra
a diferenca, neste contexto, entre circuitos pares e circuitos impares. Sejam
G um grafo com 4n vértices e Vi, Va, V3, V; subconjuntos disjuntos de V(G),
cada um de tamanho n. Em V; e em V5 colocamos todas arestas, entre V3 e
V, colocamos todas as aresta e entre V3 U V5 e V3 UV, colocamos as arestas
com probabilidade 1/2. Esse grafo nao é pseudo-aleatério, entretanto, valem
P1(3) e P2(2t + 1) para todo ¢ fixo.

O leitor interessado pode encontrar uma dezena de exemplos de grafos
pseudo-aleatérios em Thomason [4]. Vejamos um deles, mas antes do exem-
plo de grafo pseudo-aleatério, vejamos algumas notagoes e alguns resultados
bésicos de dlgebra. Dizemos que um inteiro a é um residuo quadrdtico médulo
um primo p > 3 se p nao divide a e

a=2?> modp

para algum inteiro z. O simbolo de Legendre, (-/p), é definido da seguinte
forma: se p divide a, entao (a/p) = 0, senao

+1 se a é residuo quadratico de p,
(a/p) =

—1 se a nao é residuo quadratico de p.

Os seguintes resultados sao teoremas bésicos de algebra.

(a) Metade dos inteiros a tais que 1 < a < p — 1 sdo residuos quadrdticos
de p.



(b) Se d divide p— 1, entio 2 =1 mod p tem exatamente d solugoes.
(c) Para todo primo p vale a? = a mod p.

Desses trés resultados, temos que o conjunto dos residuos quadraticos de p é
igual ao conjunto das solugoes de

p—1

z 2 =1 mod p.

Portanto, se p nao divide a, vale que

(a/p) = a"*  mod p, (1)

e, se p também nao divide b, temos que

(a/p)(b/p) = a"7 b"7 = (ab)"7 = (ab/p). 2)

O grafo de Paley, ()p, ¢ um dos exemplos de grafos pseudo-aleatérios mais
conhecidos e usados. Ele é definido para todo primo p =1 mod 4 (existem
infinitos primos dessa forma!) pondo V(Q,) = Z,, o corpo finito de ordem
p, e as arestas sdo dadas por E(Q,) = {{i,j}: (¢ — j/p) = 1}. Note que da
escolha de p temos, por (1), que (=1/p) = (=1)P=D/2 =1 e isso quer dizer
que {i,j} € E(Q,) estd bem definido pois

(i—j/p)=1e(—i/p)(-1/p) =18 (i—i/p) =1.

Agora, observe que k € V(Q,) é adjacente a i, j € V((Q),) distintos, ou
nao-adjacente a ambos se, e somente se, ,’j—:; é um residuo quadratico de p.

Mas, para quaisquer um dos 1/2(p — 1) — 1 residuos quadraticos a, de p,
diferente de 1, existe um tnico & tal que
ki .
S R
k—j k—j

= a.

Assim, S(i,7) = 1/2(p — 3), portanto, Pg vale.

Terminamos observando que @, difere do grafo aleatério Gp;/2 no se-
guinte: S.W. Graham e C. Ringrose [3] provaram que o tamanho do clique
maximo de @), que denotamos w((Q),), é tdo grande quanto logplogloglogp
para infinitos valores de p, enquanto que o valor esperado de w(Gp1/2) é
(14 0(1))logp (veja Bollobés [1]).



1 Pré-requisitos
O primeiro pré-requisito que veremos é a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Proposicao 1 Sejam dy,...,d, reais. Entdao para todo inteiro ndo-negativo
m<n

n n 2 m n 2
;di22%<;di> +n77jnm (%Zdz_%;dz> . (3)

i=1
Em particular, se
1 «— 1
2= oD d
=1 =1

entao

(H(O‘_l)QnTm) (id,)% (4)

=1

S|

pIE
i=1
n

Demonstracdo. Ponha S, =) 7 d;e Q, =Y 1 d;>. Entio

n 2 n 2 2
OS;(di_%> :;(di2_2di%+%>:Qn_%a (5)
portanto,
" 1 "\ (8, =S
@n = Cm :i_;r1di2 = n—m (i_;rle) - ﬁ
Entao

2 _ 2

m n—m

1 W Sm\’
:_STL2+ nm <S__S_> A

n n—m

e demonstramos (3). Agora, provar (4) é ficil. Observe que (5) é a desigual-
dade usual de Cauchy-Schwarz. QED



1.1 Notacao

Denotamos por Z, o anel dos inteiros moédulo n. Se S e 1" sao subconjuntos
do Z,, entao pomos |[S|=se |T|=1.
Definimos a func¢ao caracteristica em S C Z,, por

(2) = 1, z€S8
XYW =0 z¢s

Para todos u, v € Z,, vamos escrever u+v para u+v (mod n). Com isso,
definimos S +x ={j+z:j € S}

Quase todo x € X significa todos elementos de X exceto o(| X|) deles, ou
seja, a menos de um subconjunto de m = m(|X|) elementos com m/|X| — 0
quando | X| — oo.

2 Propriedades pseudo-aleatérias do 7Z,

Vamos definir propriedades de subconjuntos do Z, que provaremos serem
equivalentes e que sao facilmentes provadas serem satisfeitas para subcon-
juntos aleatorios do Z,.

WT: Para quase todo x € Z,

1SN (S + )| :%+0(n).

ST: Para todo T C Z,, onde |T| =t, e para quase todo z € Z,
st
SN (T+z)| = o + o(n).
Q(k): Para quase todos uy,...,u € Zy,

Z HXS(JJ +u;) = % + o(n).

T€ELnp 1=1

Q(2): Para quase todos u, uy € Zy,

Z Xs(x + ur)xs(z + ug) = %2 + o(n).

TELm,



R(2): Para quase todo z € Z,
2

Z xs(u1)xs(uz) = % + o(n).

u1tu2=r

R(k): Para quase todo z € Z,

Z ng(ui) = % + o(n* ).

ur+-tup=c 1=1

EXP: Paratodo0#j € Z,

> xstojesn () = ofo)

TELn

Um subconjunto S do Z, que satisfaz alguma (e, portanto, todas) dessas
propriedades é dito um subconjunto pseudo-aleatorio do Z,. Vamos provar a
equivaléncia dessas propriedades em duas etapas.

Lema 1
WT = ST = Q(k) = Q(2) = WT.

Lema 2
ST = R(2) = R(k) = EXP = ST.

2.1 Conexao com grafos pseudo-aleatérios

As propriedades pseudo-aleatdrias acima tém conexdo com grafos pseudo
aleatérios conforme descrevemos abaixo.

Graph: Para S C Z, definimos Gs = (Z,, E) por E = {{i,j}:i+j € S}.
G5 é pseudo-aleatorio.
C(2t):

Z Xs(z1 + 22)xs(T2 + 23) - - - Xs(Zar—1 + Tor) X (@2t + 21) = s+ o(th).

I14..-922¢
Density: Para todo T C Z,
st? )
> xr(@)xr@)xs +y) = —+ o(n?).
z,y

E temos o seguinte lema.



Lema 3
C(2t) & Graph & Density & Q(2).

2.2 Demonstragoes do Lema 1 e Lema 2

WT = ST: Dadoa € Z, temos por WT que |(S—a)N(S—b)| = s?/n+o(n).

Entao, temos

I —b)l=

a€T beT

ZZ Z xs(z —a)xs(z —b) =

a€T bET xEZLy,

SN Y xsla = a)xs(z — b)xr(a)xr(b) =

€7y Ln€T x€Lp

5 (szu—c)xT(c)) _

TE€EZLyp \CEZnp

Z\ — )N T

TELin

Por outro lado,

Y DS —b)[ <

o ; (8—; + 0(n)> t 4 no(n) =
(‘;—2 + o(n)) 2 + to(n?) =
S;—tQ + o(n?).

Portanto,

Y IS-2)nTP = ? + o(n?).

TELn

Dado ¢ > 0 ponha

t
M,S:{a:EZn: ‘\(S’—x)ﬂﬂ—s—‘ Zen},
n
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e defina M como os pontos x € M, tais que [(S—z)NT| > st/n+ene
defina M_ de forma andloga. Devemos mostrar que |M.| = o(n).

Suponha que para algum ¢ existe d tal que |M.| > 26n. Assim, vamos
supor que m = |M| > én ( caso contrdrio, |M_| > dn e o argumento é
andlogo).

Na desigualdade de Cauchy-Schwarz (3) pomos

1 « 1 ¢
T "
Note que ) _|(S —2) NT| = st entdo em (3), usando (6), ficamos com

A2
1—-6

242 242
n n

portanto, A = o(n). Agora,
1 (st st
A>— (—-I—En)m——:en,
m \n n
uma contradicao. QED

ST = Q(k): Provaremos por indugao em k. Para k£ = 2 temos

D7 Xs(@ + u)xs(@ +u2) = (S —w) 1 (S = w)| = =+ o(n).

Sejam uq,...,u; € Z,, para k > 3. Entao,

k—1 k—1
h.g. s
T=(\(S-u)=T|= = To(n)
i=1
Portanto,
k k—1 /0 k—2 k
s(s n + o(n S
ﬂ(S—ui) =|TN(S—u)| = (s / - ( ))-l-o(n)—nk_l-l—o(n)
i=1
QED



Q(k) = Q(2): De Q(k) temos que

. (Zihe) -

UL yeenyUp

nk (nil + 0(n))2 +o(n*)n? =

k+2
nk—2 + O(TL )a
portanto,
2
Z (Z x(z + uy)x(z + u2)> < s+ o(n?),
u1,u2 T
pois
2
Z (Zx(a:-l—ul)---x(x-l—uk)) >
ULy UL x

Z nklz ( Z ZX($+U1)"'X($+uk)) =

u1,u2 UZyeyUp T

nk1—2 Z (3k_2 Z X(x + uy)x(z + u2)> :

u1,u2

Por outro lado,

Z ZX(J} +u)x(z + up) = Z (Z x(z + u1)> (Z x(z + u2)) = s%n.

Ui,u2 T T

Agora, vamos usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz (3). Se A é como
em (7), para todo 1 <m < n — 1 temos

1 m2n?
4 4y s D202
s+ o(n') 2 = (s%n)* +
ou seja,
m2n2
gy = o). (8)
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Definimos os conjuntos M, = {u1,uy € Zy,: |Y_, x(x + u1)x(z + ug) — s?/n| > en}

M = {ul,ug € Ly: Zx(x + u)x(z + ug) > 52/n+6n}

Z

Queremos provar que para todo € > 0 e para todo § > 0 vale que |M,| <
dn, para todo n > ng(e,d). Suponhamos que nio e que |[M| > dn/2. Se m
é a cardinalidade de M entéo

2,2 52nt/4 5 2

que contradiz (8). QED

Q(2) = WT: Temos, para quase todos uy, us € Zy,

2

S

4 =§ + + =§ +uy —uy) =
- o(n) 2 xs(x + u1)xs(z + us) 2 xs(y)xs(y + ug — uq)

|Sﬂ (S+UQ —U1)|.

QED
ST = R(2): Para quase todo z € Z,
st
—+o(n) =) xsWhr(y —z) =
YELn
> xsW)xs(@ — ),
YELn
fazendo 1T'= —S. QED

11



R(2) = R(k): Vamos provar por indugdo em k. Assumimos R(2). Entao

Z( > X(u1)---x(uk))2:

Z( Z x(u1) Z X(“Z)"'X(“k)) =

k—1

> (Z o= ) (S ol 2)) + o(nk—l)>2 _

T

) (32 (52;2 + 0(n2k—4))> +o(n?1) =

T

$2k
R +820(’n2k_3) +0(n2k71)‘
n

Agora,

Z Z X(u1) -+ x(ug) =

T urtetup=zx

ZZ'”ZX(UI)"'X(uk*I)X(x_ul_"'_ukfl) _

Uk —1

sk,

e usando Cauchy-Schwarz (3) como temos feito, para todo m € [n — 1] vale
que

ou seja,

m

A2 = o(n?2), (9)

n—m

Queremos provar que para todo € > 0 e para todo § > 0 vale que |M,| <
dn, para todo n > ny(g,0), onde
> ankl} .

> Ixtw) —s/n

Uit tup=c ¢

Ms:{ﬂfEan
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Definindo M da forma natural como temos feito, suponhamos que néo e
que |MF| > on/2. Se m é a cardinalidade de M entéao

m

)
A2 Qiepk1y2 = %8 2k
p— _2(5n ) n

que contradiz (9). QED
R(k) = EXP: Seja M = (m;;) a matriz dada por m; ; = xs(j —¢). Entéo
M é uma matriz circulante, isto é, fixada a i-ésima linha de M obtemos
a linha 7 + 1 por, para toda coluna j, m;; 1,41 = m,;, ou seja, a linha

1+ 1 é um deslocamento circular para a direita da linha 7. Assim, M tem
autovalores (veja [])

-
(1’9l’92l, - "e(n—l)l)’ 0 = exp (ﬂ) , e,
n

com autovetores

A= Z x(z)6".

TELin

Observe que do fato de M ser circulante, temos que M - MT = MT . M.
O valor da k-ésima poténcia de M na linha ¢ e coluna 5 é dado por

k _ . ... . =
(M )i,j_ E : M0 My vy My, _1,5 =

UVl yVUp—1
v, opr x(on —4) = =x(J —w) =1} =

Yo x(un) o x(u),

uy+-tup=5—1
portanto, para quase todo x = j — 1 € Z, temos

M’“--—i k_1
(M%)ij = —+o(n" —1).

Ponha A = (M - MT)k = M* . MT*. Entgo,

Aug = SO0y < (5 o)) o (7o) = 2 4 o),

13



logo,
n—1
Tr(A) = s%* + o(n?*) = Z)\?k.
i=0

Como X = Y, .7 x(z) = s vale \f¥ = s> donde concluimos que

n—1

S = ol

=1

portanto,

b= 3w (%fj“) —o(n),

se j # 0.

EXP = ST: Seja T C Z, com cardinalidade |T'| = t fixo.

s, t > dn para algum 6 > 0 e ponha A = max;g |A;|.
Considere o vetor caracteristico

xr(0)
X1 = :
xr(n—1)

QED

Suponha,

Entao, a i-ésima linha do produto M - X7 é a cardinalidade da interseccao

(S+1i)NT. Também M -1 = sl.

Ponha vr(i) = -1 (=1 + 2x7(i)). Entdo (1,v7) = 0. Portanto, se Y7 =

al + [fur temos que

X_T:

tin—t 1
(n )< 1+W>,
n n—t

logo

st ttn—1

M -

Suponha existir € > 0 tal que

t
Z‘\Sﬂ(T—i—x)\—%‘ > 3est
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e ponha

st gst
W= {y: ‘|Sﬂ(T+y)|—— > —}
n n
Observemos que |W| = w > 2es: caso contrario, >, ., [[SN(T +y)| -
st/n| < 3est. Ponha
£
st} ,

1
W':{yEW: ISN(T+y)| >

e assuma que |[W'| = w' > es. Assim,

!

1+¢
Z|Sﬂ(T+y)|> i stw'.
yeWw!
Ponha W" = —W' e
xw (0) Uy
Xwr = : e Uy = :
Xw (n — 1), ’U’nl_l,

onde v} = (=14 Zxy~(i)). Dessa forma,

w'(n —w'
Xwr = ( ) ( -1 +W> -
n n—w
Agora,
Oewr, M- Xr) :ZXW"(i) [(S+9)NT[= Z [(S+i)NT|=
,L' ZEW”
Y ISN(T+y)l,
yew'’
portanto,
Oxwr, M - X1) > © stu'. (10)

Por outro lado,

w w'(n —w' st t(n —t
(n-w) st it

<—1+ V', —1 MW) =
Vst w'(n—w)i(n - t)
w's
n -+ 2 <’UW// MW> <
w'st  w'(n— ) (n—t)
+ 2 Al [ow ||| oz ||

n
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Sabemos calcular ||vr||

7| = (2 <ﬁ (-1+ %XT(i))Y) _

(B Tets) -

igT
1 1 \12
(;-i— n—t) '

1 1 1/2
|l = (E + n—w') .

Da mesma forma,

Assim, ficamos com

w' w'(n —w') st tin—t)

(—14+ —— 0y, —1+ M -op) <
n n n n
w'3t+w’(n—w')t(n—t)0(n) l-i- 1\ i-i— 1 1/2_
n n? t n-—t w - B
w'st (W' (n —w)t(n —1t))Y?
LG U
n n
w'st (w’st)
+o0 )
n n
contradizendo (10) pois s, t > én e w’' > ¢s. QED

2.3 Demonstracao do Lema 3

Graph < C(2t): A prova de “=” ¢ imediata. Para provar o outro lado,
temos de C(2t)

C2t) = Y (o +a)x(as +13) -+ x(az + 1) = 5 + o(n*).

L1y..43L2¢

Ainda, o nimero de cépias de Cy; em Gg €

Z X(@1 + z2)x(22 + 73) - - X(221 + 71),

L1y T2¢
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onde a soma sao sobre as 2t-uplas sem repeticao, que é facilmente provado
ser ©(n?). QED
Graph < Density: De Density temos que para todo T' C Z,

> st +9) = 2 + o),

T,YELn
portanto, o nimero de arestas no grafo induzido por T é

st2

(1) = - 3 xa@hr ()xsle +) = o+ oln),

logo temos Graph.
Por outro lado, de Graph temos que para todo T' C Z,, vale que

e(T) = %ﬁ +o(n?),

implicando que

S @ )xs(e +9) = =+ oln?),

T,y

ou seja, Density. QED

GRAPH < Q(2): De Q(2) temos que para quase todos u, uy € Zy,

Z Xs (T + ui)xs(@ +us) = % +o(n) &

TEZin
2

D) ()| =

D

U1,U2

=o(n) <

2

IT(uy) N T (ug)| — % = o(n*) & Graph.

QED
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