Topologia Geral - SEMINARIO — 30/06

Calculo de Particoes

(6) = (3)3: "Em qualquer festa com seis pessoas, \
eristem 8 que se conhecem mutuamente ou &f ﬁ/

existem & que se desconhecem mutuamente.” - /

Notagao Se I é conjunto, denotamos por [/]" o conjunto {A C I: |A| = n}. Usare-
mos k, A, o para cardinais (ndo necessariamente infinitos, por enquanto).

1. Definigao. Sejan < w. Chamamosc: [I|" — o uma coloragdo. Dizemos que H C I
¢ homogéneo se c € constante sobre [H|™.

Notacao
k= (A)g

significa que para todo conjunto X de cardinalidade k e para toda coloragdo c: [X]" — o
existe H C X tal que |H| = A e H é homogéneo para c.

2. Teorema (Ramsey’30 & Erd8s — Szekeres’35). Para quaisquer n,o € w,

(w) = (@)g-

g

3. Teorema (Ramsey — versao finita). Para quaisquer n,o,l € w existe k € w tal
que (k) — (D).

g

Demonstragao do Teorema de Ramsey para n = 2.
Dado uma colaragao c: [w]?> — o tome Sy = w e defina S; e n;, recursivamente sobre
1 < w:

1. fixado S; escolha arbitrariamente n; € S;,
2. escolhido n; € S;, tome
Ty = {u € S;: c({ni;u}) = j},

e observe que os T}’s particionam S; \ {n;} infinito. Portanto, existe j' tal que T} é
infinito. Defina S;;; = T} (observe que S;11 C S;).



Entao, para todo i < j, k vale que c({n;,n;}) = c({ni,nx}) pois n; € S; C Siy1 e
ng € Sk C S;11 e para todo u € Sy 1, ¢({n;, u}) é constante.
Portanto, estd bem definida a coloragdo f da sequéncia {n;};c,, dada por

f(n;) = c({ni,n;}), para todo j > i.

Como f é uma particdo de um conjunto infinito em finitas partes (o nimero de cores é
finito), existe j € o e uma subsequéncia {n;; }c, tal que f(n;,) = j, para todo s € w.
Agora, para todo 0 < s < ¢ temos c({n,,n;,}) = f(n;,) = j, portanto, A = {n;,: s € w}
¢ homogéneo. [ |

Observe que pelo teorema acima temos (w) — (I)? para todo [ < w.

Demonstragao do Teorema de Ramsey — versao finita — para n = 2.

Suponha que ndo, i.e. para todo natural n, existe c,: [n]> - o sem A Cn, |A|=1e
A homogéneo. Denote por F, o conjunto das funcdes de [w]? em o tais que para f | [n]?
néo existe A C n de cardinalidade [ e homogéneo. Entdo, por hipétese, F,, # (.

Note que se (] F;, # () temos uma contradi¢do pois, neste caso, temos uma f, coloragao
de [w]?, tal que para todo n natural f | [n]*> nao admite A de cardinalidade [ e homogéneo,
contra (w) — (1)

Tome o espago topoldgico o com a topologia discreta e X = “Fo com a topologia
produto. Entao, pelo Teorema de Tychonoff, X é compacto. Observe que para todos
ni,...,n; € X e para todos ry,...,r; € o, o conjunto {f € X: f(n;)=m;, i=1,...,5}
é fechado, e que F;, é reuniao finita de conjuntos dessa forma, i.e. F}, é fechado. Ainda, a
familia de fechados {£} }, ., tem a propriedade da intersec¢do finita (segue de F,, N---N
F; D Fyn, € F{yn; # 0 por hipétese).

Como X é compacto, () F, # 0. Absurdo. [ |

4. Proposicao. Para qualquer k infinito
(2%) £ (3)z-
Demonstragao Identifique 2 com 2. Defina c({f, ¢}) = min{a: f(a) # g(a)}. W

5. Teorema (Erdés — Rado’56). Para todo k > w

((2)7) = (")

K

Aplicacoes

Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X é c.c.c. se toda familia de abertos nao-
vazios 2-a-2 disjuntos é enumeravel.

6. Teorema (Hajnal — Juhdsz). Todo espago topoldgico Hausdorff, c.c.c. que satisfaz
o primeiro arioma de enumerabilidade tem cardinalidade < 2%.



Demonstragao Suponha | X| > 2% e tome {V”: n < w} base enumeravel decrescente
em z. Como X é Hausdorff, para quaisquer z,y distintos de X, existem m,n < w tais
que V' e V" séo disjuntos. Supondo, sem perda de generalidade, que n > m temos
VNV, = 0. Defina uma coloragio

c: [ X = w
{z,y} ~ n onde n = min{m: V" NV" = 0}.

De |X| > 2 e ((2¥)7) — (w1)? temos que existe H C X tal que ¢ | [H]? = {k}
e |H| = w; > w. Agora, basta notar que {Vz’“: T € H} ¢ uma familia de abertos 2-a-2
disjuntos de cardinalidade > w. [ |

Uma familia ¥V de abertos de X é uma pseudo-base para p € X se paratodoV €V
peVeNV=/{p}

7. Teorema (Hajnal — Juhdsz). Se X é um espaco topoldgico Ty tal que todo subes-
pacgo discreto é enumerdvel e todo ponto admite pseudo-base enumerdvel, entio | X| < 2%.

Demonstragdo Suponha |[X| > 2¥ e tome {V': n < w} pseudo-base enumeravel
decrescente em z. Entao, para quaisquer z,y distintos de X, existem m,n < w tais que
y ¢ V' ex & V" Supondo, sem perda de generalidade, que n > m temos y ¢ V" e
x ¢ V. Defina uma coloragio

c: [ X = w
{z,y} ~nonden=min{m: y gV, ex & V,"}.

De |X| > 2¥ e ((2¥)") — (w1)? temos que existe H C X tal que ¢ | [H|> = {k} e
|H| = w; > w. Agora, basta notar que para todo x € H temos H NV = {z}, portanto,
H ¢é um subespaco discreto de cardinalidade maior que w. Absurdo. [ |



