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Resumo

Sistemas de reacao-difusao tém sido largamente estudados em diferentes contextos e através de
diferentes métodos, motivados pela sua constante aparicao em modelos de interacdo em contextos
quimicos, biolégicos e ainda em fenomenos ecoldgicos. Neste trabalho nos propomos a estudar
existéncia e unicidade - tanto do ponto de vista local como global - de solucdes para uma classe
de sistemas de reacao-difusdo acoplados, definidos em R?, utilizando como ferramenta a teoria
de semigrupos de operadores lineares. Apresentamos dois importantes exemplos: o modelo de
Rosenzweig-MacArthur e um particular caso da classe de equagoes A —w. Para o primeiro obtemos
um resultado de existéncia e unicidade global utilizando um método de comparacao envolvendo
sub e super-solucdes. Investigamos ainda a existéncia de solucoes de ondas viajantes periddicas
através do teorema de Bifurcagao de Hopf. Ja para o caso da equagdo A — w obtemos a existéncia
e unicidade de solugoes, entretanto, a partir da aplicacao da teoria de semigrupos de operadores
lineares.

Palavras-chave: Sistemas reacao-difusao, semigrupos de operadores lineares, ondas viajantes,

ciclos limites.
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Abstract

Reaction-diffusion systems have been widely studied in a broad variety of contexts in a large
amount of disctinct approaches. It is due firstly by their constant appearance in interaction models
in disciplines such as chemistry, biology and, more specific, ecology. The aim of this thesis is to
provide an existence-uniqueness result - both from the local as well as from the global point of view
- for solutions of a particular class of coupled reaction-diffusion systems defined over R?. It is done
applying the well established theory of semigroups of linear operators. Two remarkable examples
of such systems are discussed: the Rosenzweig-MacArthur predator-prey model and a special case
of A — w class of equations. For the former one, an existence and uniqueness result is obtained
through a comparison method - based on the notions of lower and upper solutions. Moreover, we
investigate the existence of periodic travelling wave solutions via a Hopf bifurcation theorem. For
the A — w model another existence and uniqueness for solutions is obtained, on its turn, through
the machinery obtained previously from the theory of semigroups for linear operators.
Keywords: Reaction-diffusion systems, semigroups of linear operators, travelling waves, limit

cycles.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideragoes Preliminares

Sistemas de equacgoes de reacao-difusao sao largamente utilizados para modelar situagao de
interagao com duas componentes fundamentais: uma delas referindo-se ao espraiamento - de uma
substancia ou uma populagdo - e a outra se referindo a reagao das variaveis envolvidas a este
espraiamento ou a forcas adicionais. Por esta razao, esta classe de sistemas tem recebido especial
atengao na modelagem de interacoes entre substancias quimicas distintas ou em modelos ecolégicos
- principalmente modelos do tipo predador-presa. Do ponto de vista matemético, um sistema de
reacao-difusdao é um exemplo de um sistema parabdlico semilinear e portanto, o entendimento das
técnicas de investigacao destes ultimos é fundamental para o melhor entendimento de tais sistemas.

Diversas ferramentas sao empregadas na literatura para o estudo de sistemas parabdlicos semi-
lineares. Algumas envolvem aspectos da teoria dos operadores, outras envolvem nocgdes como
principios de comparagao e, ainda, ha aquelas dedicadas ao emprego dos métodos de computacao
numérica. Utilizaremos aqui técnicas associadas a teoria de semigrupos de operadores lineares.
Assim sendo, com vistas ao melhor entendimento de sistemas de reacao-difusao, o estudo da teoria
destes semigrupos é fundamental. Em tempo, é no contexto desta teoria que generalizacoes de
teoremas cléssicos de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais ordinarias (como Teorema de
Picard e de Peano) podem ser encontradas (Teorema de Hille-Yosida e Lumer-Phillips).

Por outro lado, uma caracteristica das solugoes de sistemas de reacao-difusao envolve a formacao
de padroes, ou seja, o aparecimento de estruturas regulares no sistema. Um padrao que tem recebido
especial atencao na literatura por sua riqueza em descri¢cao do fenémeno abordado é conhecido como
solucao de ondas viajantes. Dentre as propriedades mais importantes dos sistemas parabdlicos nao-
lineares destacamos o fato de admitirem solugoes desta classe.

Neste trabalho expomos inicialmente alguns aspectos fundamentais da teoria de sistemas de
reacao-difusao. Em particular, definimos o problema de Cauchy para este classe de equagoes e
discutimos do ponto de vista qualitativo suas solu¢bes. Em seguida, definimos e classificamos
solugbes do tipo ondas viajantes. Discutimos, através de alguns exemplos a importancia desta
classe de solugoes, na medida em que os problemas em que estas aparecem podem ser tratados do
ponto de vista de uma equacao diferencial ordinaria. Dentre os diversos tipos de ondas viajantes

mencionamos as periédicas e nao periddicas. As principais referéncias utilizadas nesta discussao



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

sao [1], [16], [24] e [36].

Em seguida, o trabalho dedica-se ao estudo e exposi¢ao dos principais fatos acerca de semigrupos
de operadores lineares. Isto se deve ao fato de que estas equacoes podem ser entendidas como
equagoes de evolugao em algum espago de fungdes, ou seja, para cada t fixo, a incégnita u(t) é uma
funcao do espaco de fungoes considerado. Assim, investigar questdes como existéncia e unicidade
de solucbes tangencia o problema andlogo no contexto das EDQO’s, ainda que o espaco base, nao
seja mais um espago vetorial Euclidiano. O objetivo entao é associar a cada operador linear, ainda
que nao limitado, uma familia de operadores a um parametro - t - que quando aplicados a um
ponto ug - a chamada condicao incial - nos fornece a solucdo do problema com tal condigdo ug.
Através de um conjunto de definigoes, exemplos e proposicoes, o trabalho visa tornar natural o
entendimento de resultados como o Teorema de Hille-Yosida e Lumer-Phillips. Estes sao entao
aplicados ao problema de Cauchy parabdlico semilinear. O corpo de referéncias para este tépico é
formado, basicamente, por [4], [7], [8], [17], [20], [23], [27] e [35].

Assim, através do emprego destes resultados, estudaremos o caso dos sistemas de reagao-difuséo
em R?, mais precisamente, o exemplo das equacdes A — w. A transposicio dos resultados envol-
vendo semigrupos de operadores lineares para o caso particular dos sistemas de reacao-difusao
requer alguns resultados técnicos no ambito dos espagos de Sobolev. Em prol da clareza do texto,
estes resultados sao organizados no apéndice ao trabalho. Finalmente, o tratamento do modelo de
Rozensweig-MacArthur se d4 de maneira distinta. Com o intuito de obtermos existéncia - local e
global - e unicidade de solugoes em alguma regiao do plano, utilizamos um método de comparacao
envolvendo sub e super-solugoes do problema em questao. Ainda nesta caso, obtemos um resul-
tado de existéncia de ondas viajantes através da aplicacdo de um teorema de bifurcacao de Hopf,
verificando a existéncia de ciclos limites para a equagao diferencial ordindria associada. Aqui, os
trabalhos de [5], [9], [11], [14], [33], [34] e [38] consituem a base das referéncias.

1.2 Organizagao do Trabalho

O capitulo 2 oferece uma discussao acerca dos sistemas de equacoes de reacao-difusao e apre-
senta algumas de suas propriedades e exemplos. Mais ainda, discutem-se aspectos fundamentais
das solucoes de ondas viajantes, i.e., sua definicao e classificacao, bem como a interpretacao dos
fendmenos que descreve.

Ja o capitulo 3 introduz de maneira detalhada a teoria dos semigrupos de operadores lineares.
E nesta ocasiao que sdo expostos os elementos da Analise Funcional que serao utilizados adiante
na formulagao e demonstracao de resultados como o teorema de Hille-Yosida e Lumer-Phillips.
Que, por sua vez, serdo uteis na obtencao de teoremas de existéncia e unicidade para problemas de
Cauchy - lineares ou nao.

Por fim, no capitulo 4, o arcabouco tedrico desenvolvido no capitulo anterior é empregado
na formulacao de um resultado geral de existéncia e unicidade de solucbes para um sistemas de
reacao-difusao de dimensao 2. Como ilustracao deste resultado, um particular modelo de equacoes
da forma A\ — w é exposto e discutido. Através de um método distinto - método de comparacao -

abordamos o modelo de Rozensveig-MacArthur e obtemos a existéncia - local e global - e unicidade
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de solucoes e, através do teorema de Bifurcacao de Hopf, concluimos pela existéncia de solugoes de

ondas viajantes.



CAPITULO 1. INTRODUCAO



Capitulo 2

Solucoes de ondas viajantes para equacoes de reacgao-

difusao

Neste capitulo discutiremos as definicoes e alguns resultados acerca das equagoes de reacao-
difuséo e, em seguida, discutiremos um particular tipo de solugéao de tais equacoes, a saber, solu¢oes

do tipo ondas viajantes.
2.1 Equacgoes de Reagao-Difusao

Nas ultimas décadas’, sistemas de equacoes de reacao-difusdo tém recebido uma atencao espe-
cial, motivada pelo seu constante aparecimento em modelos de fendmenos quimicos e biolégicos e,
também pela riqueza da estrutura de suas solugoes. Tais sistemas podem ser de varios tipos. Alguns
s80 mais interessantes, outros nem tanto, a depender da drea de estudo. As solugbes normalmente
representam a densidade de alguma substancia, ou de uma populacao, em cada ponto do dominio
espacial.

Estamos interessados em equagoes de reacao-difusao da seguinte forma:
ur = DAu+ f(u), (2.1)

onde u(zx,t) representa a densidade ou concentragao de alguma substancia ou populacdo, no tempo
t > 0 e na posicao x € R"™. Este nao é o caso mais geral. A funcao f pode, por exemplo
depender das primeiras derivadas de u, de x e ainda de t, mas neste trabalho restringiremos ao
caso 2.1. A denota o laplaciano de u com respeito a varidvel espacial x, e, em geral, representa um
termo de difusdo, com D sendo uma constante positiva chamada constante de difusdo. A parte de
reagao, representada pela fungao f que em geral ndo é uma fungao linear, reflete um aumento (ou
destruigao) da quantidade de particulas. Mais ainda, a equagao 2.1 é parabdlica semilinear.

Uma equacao de reacao-difusao muito simples é a equacao do calor - ou, de difusao -, dada por
uy = DAu. (2.2)

O nome da equacao se da pelo fato de que ela modela a distribuicao de temperatura em todo o

dominio em um instante ¢. Ela e suas variagoes aparecem em numerosos fendmenos de difusao.

Ver, por exemplo, o survey em [16]
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A equacao do calor é bastante simples pelo fato de que suas propriedades e o comportamento de
suas solugoes ja terem sido amplamente estudados, contando com uma série de resultados e estudos
acerca delas (ver [28], [21]). Uma propriedade muito simples e importante, ausente na maioria
das equacoes de evolucao mas, satisfeita pela equacao 2.2 é a linearidade. E esta propriedade
que permite a aplicacdo de técnicas importantes para a resolucao de problemas em EDP’s. Ainda
assim, diversas questoes interessantes e de dificil tratamento acerca das solucoes de equacoes lineares
podem ser levantadas.

Considere agora o seguinte exemplo de nao linearidade: seja f = u(l — u), um caso escalar e
conhecido como nao-linearidade logistica de Fisher, e o problema de valor inicial - ou de Cauchy -

que é um tema a ser discutido com detalhes na préxima secao:

u = Au+ u(l —u), (2.3)
u(0) = wp.

Os pontos de equilibrio sao dados por u = 0, que representa uma total extincao das espécies e
é um ponto instavel, e u = 1, que representa uma total saturacao e é exponencialmente estavel. A

solucao exata para a EDO logistica dada pode ser facilmente calculada e é da forma

— ug
‘o exp(—t) + ug(l — exp(—t)) (2.4)

Apesar do exemplo dado ser bastante otimista no sentido de que sua solucédo foi facilmente
encontrada e ainda numa forma exata, ndo é o que em geral ocorre no contexto das equagcoes
de evolugao nao-lineares. Neste ultimo caso diversos métodos para representar solucées nao sao
aplicdveis. Mais do que isso, em vérios casos ndo conseguimos nenhuma forma exata da solugao.
Apesar disso, podemos fornecer algumas informagoes acerca deste tipo de equagao e de suas solugoes.
O grande desafio do estudo das equagoes de evolugao nao-lineares é buscar técnicas analiticas qual-
itativas que nos permitam descrever solugoes e prever seu comportamento. F é o que discutiremos

na subsecao 2.1.3.
2.1.1 Problema de Cauchy

Podemos adicionar a equacao 2.1 uma condicao inicial apropriada. Podemos, por exemplo,

escolher uma funcao ug definida em algum dominio 2 C R™ e considerarmos o problema de Cauchy

uy = DAu+ f(u), (2.5)
u(z,0) = ug(z).

Se Q2 # R™, entao devemos especificar uma condicao de fronteira em 0f). Seguem abaixo o0s
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principais exemplos de condicoes de fronteira:

(i) Condigao de Neumann:
Vun=0, €0, t>0. (2.6)

Onde n é o vetor normal exterior unitario de €2 no ponto x € 9f2.
(74) Condigao de Dirichlet:

u(z,t) = b(x,t), x €, t>0. (2.7)

Onde b é uma funcao dada. O caso b = 0 é chamado homogéneo.
(7i7) Condicao de Robin:

a(z,t)u+ B(z,t)Vun = b(x,t), x€dQ, t>0. (2.8)

Onde n e b sdo como anteriormente e « e 5 sao fungoes dadas.

A terceira condicao é também conhecida, por razoes 6bvias, como condicdo de fronteira mista.
Observe que as condigoes acima sao todas lineares na varidvel u. Apesar de também ser possivel
considerarmos condic¢oes nao lineares, isto nos levaria a uma formulacao mais dificil de ser estudada.

Quando modelamos um problema, se condi¢oes de fronteira sao requeridas, suas determinagoes
fazem parte do processo de modelagem. O comportamento das solucoes serd certamente afetado
pela escolha de tais condicoes. Portanto, o mesmo cuidado tomado na hora de modelar uma equacao
de evolucgao deve ser também tomado na escolha das condigoes de fronteira.

Se impusermos a equagao do calor, definida no dominio €2 C R”, a seguinte condicao inicial
u(z,0) = uo(), (2.9)

existem varios métodos de resolugao deste problema de Cauchy, a saber, método da transformada
de Fourier ou ainda método de separagao de varidveis. Se €2 # R" entao, como vimos, condigoes de
fronteira também devem ser impostas. Uma vez que estamos interessados em um particular tipo
de solugao de problemas de reacao-difusao, conhecida como ondas viajantes e que estd definida em
todo R™, citaremos [36] como referéncia para o estudo de problemas de Cauchy para este tipo de
problemas em dominios ilimitados. Além disso, trataremos a seguir, como exemplo, a equagao do
calor definida em 2 = R. Tal problema é também conhecido como o problema da calor na barra

infinita.

Exemplo 1 Considere o sequinte problema

Ut = Ugy, (z,t) € R x (0,00), (2.10)
u(z,0) = up(z), v € R, (2.11)

onde u deve ser uma funcio limitada e definida em C*(R x (0,00)) N C(R x [0,00)). O fato de
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tomarmos u como sendo uma funcao limitada pode ser interpretado como uma condicdo de fronteira
no infinito. Mais ainda, tal limitacdo garante a unicidade de solugdo de 2.10.

Usando o método de separagao de varidveis, ou seja, procurando solucao da forma
u(,t) = X (2)T(0),

obtemos, substituindo em 2.10,
X// T/
X T
para alguma constante . Procuramos entdo fungoes X e T que sejam solugdes, respectivamente,

de

_)\’

X € C*(R) limitada, X" = -AX em R

T € C*((0,00)) N C([0,00)) limitada.

De onde segue que
X(z) = AeV AT 4 Be*\/j“'”,

onde A e B sao constantes. Uma vez que X deve ser limitada, Rev/—A = 0, A € R e A > 0.
Obtemos ainda que
T(t) = Ce ™,

para alguma constante C.

Sendo assim, para cada A > 0,
uy(x,t) = (A,\eiﬁx + BAe_iﬁx)e_At.
Ou ainda, tomando X\ = &2 com & > 0,
ug(z,t) = (age™® + bge_ig”")e_f%.

Uma vez que a familia {ug : £ > 0} nao € enumerdvel, nao podemos aplicar o Principio da Super-

posicao. Uma alternativa seria procurar solugcoes da forma

u(x,t) = /000 ue(x,t)d§,

que pode ainda ser escrita como

ula,t) = \/12? / " gle)trear,
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Impondo a condicdo inicial obtemos

1 > —i€x
96 = 7= / @) e,

que € uma fungdo conhecida como transformada de Fourier de ug (ver A.1).

A simplicidade em encontrar solucées neste caso, como foi mencionado anteriormente, se deve
em grande parte ao fato de que 2.2 é uma equagao linear. O mesmo nao ocorre no caso nao-linear.
Na equacao 2.1, tomando f nao-linear, nenhum dos métodos citados acima resolvem o problema
de Cauchy.

De fato, dado, por exemplo, o seguinte problema néao-linear e com condigoes de fronteira,

Up = Ugy — Uz, € (0,L), t>0 (2.12)

nenhuma das técnicas citadas acima é aplicavel. Porém, argumentos qualitativos nos dao in-
formacgoes acerca do comportamento das solucoes de 2.12. Podemos dizer, por exemplo, que se
u = ug € um ponto de equilibrio da equacao, entao ele é assintoticamente estavel. A demonstracao
deste fato e o significado da expressao assintoticamente estdvel serao feitas na subsegao concernente
ao comportamento das solucoes.

Ou seja, embora neste iltimo exemplo talvez seja impossivel encontrar uma soluc¢do (na forma
fechada ou em expansao), existem meios de se obter informagoes acerca da equagdo, bem como

acerca do comportamento, existéncia e forma de suas solucées. Este tema serd discutido adiante.
2.1.2 Existéncia e unicidade de solugoes

Dizemos que o problema 2.5 estd bem posto se ele possui uma tnica solugdo e esta depende
continuamente da condigao inicial. Consideraremos agora aspectos da boa colocagao do problema.

Por existéncia local de solugoes entendemos a existéncia de solugdes do problema de Cauchy
para uma pequena vizinhancga em t da condicao inicial. Ja o termo existéncia global é reservado
para problemas cujas solugoes existem para qualquer ¢t € R.

No contexto das equagoes de reacao-difusdo, um ponto fundamental é que sdo vistas como
equagoes de evolugao em algum espaco de fungdes, ou seja, para cada t fixo, u(t) é alguma fungao
do espago dado. Sendo assim, a andlise da teoria de existéncia e unicidade de solugoes do problema
de valor inicial é semelhante ao caso das EDO’s porém o espago base, nao é mais um espaco
vetorial de dimensao finita. Teoremas de existéncia como Picard e Peano sao de grande relevancia
no contexto das EDQO’s, ja no caso das EDP’s - lineares - contamos com teoremas como o de
Hille-Yosida e generalizacoes.

Uma arcabougo tedrico poderoso no estudo da teoria de existéncia de solugoes para equacoes
de reagao-difusao - na verdade, de EDP’s, mas neste trabalho nos restringimos ao estudo deste
particular tipo de equacao - é a Andlise Funcional, mais precisamente o estudo dos espacos de

funcoes. Esta discussao, por ser o foco deste trabalho, serd feita com detalhes no capitulo 3.
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2.1.3 Comportamento das solugoes

A teoria qualitativa, ou geométrica, das equagbes diferenciais ordindrias foi efetivamente estu-
dada por Poincaré e Liapunov (ver [25], [37]). E esta mesma teoria tem guiado o estudo das equagdes
semilineares parabdlicas - em particular, das equagoes de reacao-difusao - quando questoes acerca
do comportamento global de suas solugoes sao levantadas.

Entao, dada uma equacao de reacao-difusao uma andlise muito importante a ser feita é a do
comportamento de longo prazo das solucdes. Pode-se querer saber, por exemplo, se as solucoes
convergem para um equilibrio ou se irdo se comportar de maneira periédica, aperiédica ou cadtica.
Alguns destes regimes sao capazes de dominar o comportamento das solugoes em uma certa viz-
inhanca. Dentre as solucbes com tais regimes, o tipo mais simples é o equilibrio que é estavel
mesmo sob pequenas perturbagoes. Portanto, dado um problema de reacao-difusao, é importante
encontrar e classificar seus possiveis equilibrios de acordo com suas propriedades de estabilidade.

Para muitos sistemas nao-lineares a localizacao de um equilibrio é um problema abordado
somente qualitativamente. Se pardmetros na equagao podem ser variados, o aparecimento e desa-
parecimento de equilibrio pode ser estudado via técnicas da teoria de bifurcagao. Por se tratar de
uma teoria muito ampla e por escapar ao escopo do trabalho, nos restringimos a bifurcacao de Hopf.
Para uma abordagem mais geral, sugerimos [11]. A quest@o da estabilidade das solugoes também
esta relacionada com a teoria de bifurcacao. Um particular caso desta relacao serd discutido no
capitulo 4 e, por enquanto, nos limitamos a defini¢oes e exemplos relacionados com a estabilidade
de uma solucao de equilibrio.

Considere o seguinte problema:
up=Au+ f(u), € QCR" ¢t>0, (2.13)

com condigoes de fronteira apropriadas caso 2 # R™. Suponha que up(x) seja um equilibrio de 2.13.

Nestas condigoes temos as seguintes definigoes - ou, classificagao de wug(x):

Definicao 1 Dizemos que ug € um equilibrio estdvel se, para qualquer vizinhanca V' de ug, existe
uma vizinhanca W C V' tal que qualquer solugcao de 2.13 que dependa do tempo e comece em W,
permanece em V para todo t > 0. Além disso, se todas estas solugoes, comecando em W convergem

para ug quando t — 0o, dizemos que ug € um equilibrio localmente assintdticamente estdvel.

Definicao 2 Dizemos que ug € um equilibrio instavel se, para qualquer vizinhanc¢a V de ug, existir

uma solugao de 2.18 e comece em V', mas que sata de V' quando t — oo.

As definicoes acima podem ser dadas mais precisamente e em termos de uma métrica ou norma
em um espago de fungoes que contenha as solugoes. E o que faremos agora mas de maneira um
pouco superficial e com a tnica finalidade de motivar discussoes que serao feitas no capitulo 3.

Ainda com as notagoes acima, defina u(z,t) = ug(x)+v(z,t), onde v é uma pequena perturbagao
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do equilibrio ug, ou seja, v(x,0) é arbitrariamente pequeno. Substituindo em 2.13 obtemos
v = Av + fuv (2.14)

Se condigoes de fronteira foram aplicadas a u, condigoes apropriadas de fronteira também deverao
ser aplicadas a v. A equacdo acima, sujeita a qualquer condicdo de fronteira, é linear e pode ser

escrita da seguinte forma:
v+ Av =0, (2.15)

onde A é um operador linear definido em um conjunto de fungoes apropriado, satisfaz condicoes de
fronteira possivelmente impostas e —A é dado por A + f,.

O operador laplaciano pode ser definido em diversos espacos como sendo um operador linear
A X — X, ou seja, existe uma certa arbitrariedade na escolha do espaco de funcées X. Apesar
disso, A nao é um operador continuo (i.e., limitado) e estd, portanto, definido em dominio D(A),
que, se bem escolhido, serd denso em X.

Com intuito de definir estabilidade em termos de normas em um espago normado, consideramos
A de modo que o espago X seja de Banach e que D(A) seja um subconjunto denso de X. Veremos
mais adiante que, usualmente, este pode ser o Ly(£2) ou algum espago chamado de Sobolev, a ser
discutido mais adiante neste trabalho.

Reformulando as definigbes acima, ainda com as mesmas notagoes, temos

Definicao 3 Dizemos que uy € um equilibrio estdvel se, para toda constante positiva M, existir uma
constante N com 0 < N < M tal que ||u(z,0) — ug(x)|| = ||v(z,0)|| < N implica que ||ug — ul|x =
|lv]lx < M para todo t > 0. Se além disso, ||v||x — 0, quando t — oo, dizemos que ugy € localmente

assintoticamente estdvel.

Definicao 4 Dizemos que ug € um equilibrio instdvel se uy nao for estdvel.
Existem resultados muito importantes que nos dao informacdes acerca da estabilidade de uma
solucao de equilibrio de uma equacdo de reacao-difusdo. Apresentaremos um deles agora, em uma

formulacao bastante simples e que serd generalizada no capitulo seguinte.
Teorema 1 Sejam ) um compacto e o problema 2.13 com a condi¢ao de fronteira
ulon = C,

onde C € uma constante e OS2 denota a fronteira de 2. Entdo, o equilibrio ug € assintoticamente
estdvel se, e somente se, existir 8 > 0 tal que Re(\) > B, para todo X tal que (\I — A)~! ndo seja

uma funcdo limitada e invertivel > em ().

2 Ao conjunto de tais X’s chamaremos o espectro de A. Este conjunto recebers grande atencéio no que segue neste
trabalho e serd mencionado em exemplos seguintes.
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Nao faremos a demonstracao agora, uma vez que uma versao mais geral do mesmo teorema
sera discutida no capitulo 3. Segue abaixo um exemplo de problema de reagao-difusao, para o qual
gostariamos de determinar o comportamento das solugoes na vizinhanca de um ponto de equilibrio,
mas que abordaremos apenas de maneira qualitativa. Mais precisamente, usaremos o teorema

acima afim de estudar o comportamento da fun¢éao a longo prazo.

Exemplo 2 Considere o sequinte problema, em Q = [0, 10]

U = Ugy + f(u), = € (0,10), t>0 (2.16)
Uz (0) = uy,(10) =0, ¢t >0,

onde f € uma funcao de classe C*° e possui ug como raiz. Claramente u = ug € um ponto de

equilibrio. Linearizando em u = ug, temos

U = Vg + fu(uwo)v, z € (0,10), t >0 (2.17)
v5(0) = u,(10) =0, t > 0.

Neste caso, o operador A : D(A) — X ¢é dado por
Av = —vgp — fu(ug)v

e seu dominio é dado pelo conjunto de fungées em H*(Q) N HY(RY), e, portanto, v(0) = v(10) = 0.
Tomamos X = Lo(2) e usamos a norma de X. Como queremos encontrar o espectro de A, devemos

resolver o sequinte problema

— Gzz — fuluo)d, (2.18)
$2(0) = ¢(10) = 0. (2.19)

Como solugdes obtemos as sequintes autofuncoes, com seus respectivos autovalores

2,2
nwT
=cos—— e A\p=—fulug) + ——, n=1,2,3.... 2.20
Entao, de acordo com o teorema 1, u = ug serd um equilibrio assintoticamente estdvel, se f,(ug) <
%, para n = 1,2,..., ou seja, se fy(ug) < %. Caso fu(ug) > %, entao u = ugy serd um

equilibrio instdvel.

O exemplo nao linear dado na subsecao de problemas de Cauchy pode ser analisado também
através do teorema acima. Basta observar que, se u = ug é um ponto de equilibrio da equacao 2.13,

entao ele satisfaz a equagao
. u% + o

(UO)I = 9 ,

para alguma constante real . Em seguida, deve-se encontrar uma expressao para ug € a equagao
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linearizada em ug, e depois é sé proceder como no exemplo anterior.

Um comportamento bastante interessante de solugoes de sistemas de reagao-difusao envolve a
formacao de padroes, que consiste na aparicao de estruturas regulares no sistema apds um certo
tempo. Tais padroes podem ser do tipo estaticos ou dinamicos. Existem diversos tipos de padroes
envolvidos em sistemas de reagao-difusao em duas dimensoes. Um particular tipo é o chamado
padrao oscilatério que envolve, em particular, uma formacao de padrao conhecida como ondas
viajantes. Uma das propriedades mais importantes de sistemas parabdlicos nao-lineares é o fato de

admitirem solugoes deste tipo.
2.2 Ondas viajantes

Muitos fendomenos em contextos fisicos e biolégicos podem ser modelados por ondas viajantes.
Como exemplos, podemos citar reagoes quimicas oscilatérias e impulsos nervosos. Este tipo de
solucao faz parte de uma classe muito importante de solugoes de equacoes de reacao-difusao. O
que se deve principalmente ao fato de que problemas deste tipo podem ser tratados como equacoes

diferenciais ordinarias. O que nao implica que o problema se torne trivial.
2.2.1 Definicao e exemplos

Estaremos interessados, principalmente no capitulo 4, em um particular tipo de ondas viajantes,
a saber, ondas viajantes periddicas. Uma caracteristica interessante deste particular tipo de solucoes
consiste na sua similaridade entre o tempo e o espaco. Mais precisamente, se olharmos o sistema em
tempo fixo t por toda a dimensao espacial, observaremos o mesmo comportamento caso tivessemos
fixado um ponto z no espago e verificado sua evolucao durante o tempo - supondo que = € R.
Em ambos os casos, teremos um comportamento periédico. A distancia entre os picos peridédicos
representa o comprimento de onda das ondas viajantes no primeiro caso (ao longo do espago) e a
frequéncia para o segundo caso (ao longo do tempo).

Se uma solugao u(x,t) representa uma onda viajante, a forma da solucdo serd a mesma para
qualquer tempo t e a velocidade de propagacao desta tal forma sera constante, e denotada por c.

Formalmente, uma solucao do tipo onda viajante é da forma
u(z,t) =u(n.x+ct) =v(z), z=n.x+ct, (2.21)

onde n é um vetor unitario em R™ e ¢, como foi dito, é uma constante real. A solucdo acima
representa uma onda viajante u(z,t) que viaja em R™ com velocidade constante ¢ no sentido do
vetor —n.

Fixando, a principio, t = t; e x € R™, obtemos o hiperplano H; : n.z = di, no qual a fungao u
é constante e igual a uy. Para t = t9 > ¢, existe dy € R tal que a funcao u é constante e igual a u;
no hiperplano Hs : n.x = ds. Entao, como v(dy + ct1) = v(da + ct2), temos dy + ct1 = dg + cte, uma

vez que a existéncia e unicidade de solugoes em problemas autonomos é garantida. E | portanto,

dg = d1 — C(tg — tl).



14CAPITULO 2. SOLUCOES DE ONDAS VIAJANTES PARA EQUACOES DE REACAO-DIFUSAO

Assim, observando que dy € a distancia do hiperplano n.x = dy a origem, concluimos que a onda,
de fato, viaja na direcdo —n. Este é apenas um argumento geométrico mas que ilustra bem a

dindmica deste tipo de solugao (ver 2.1).

=1 t=6,>1
Figura 2.1: Dinamica da solugdo u = uy para t =t; e t =t > t; fixo.

Ao contrario da equacao da onda linear, que é hiperbdlica e propaga qualquer padrao de onda
com uma velocidade fixa, equacoes de reacao-difusao permitem somente certos padroes de ondas se
propagarem, cada uma com sua velocidade caracteristica.

Dada a equacao
up = Au+ f(u), (2.22)

se procuramos por solugoes do tipo ondas viajantes, a definicdo sugere alguns aspectos possiveis
para u; por exemplo, a forma u(x,t) = v(x — ct). Substituindo na equagao acima, vemos que v nao

pode ser uma fungao arbitraria, mas deve ser solugao da seguinte EDO:
Vs + vy + f(v) =0, (2.23)
que pode ser reduzida a um sistema de primeira ordem

vy =p (2.24)
p: = —cp+ f(v).
Entao, o estudo das solugoes do problema 2.22 se reduz ao estudo das trajetérias - ou do retrato
de fases - do sistema, 2.243.
Mostraremos agora, através de um exemplo, a importancia do argumento acima no estudo das

solugoes de ondas em equagoes de reagao-difusdao. Iremos deduzir qualitativamente a existéncia e

unicidade de ondas através de um retrato de fases construido como acima.

Exemplo 3 Considere a sequinte equagao
ur = Au+ f(u), (2.25)

onde f € uma funcdo que tem como raizes pelo menos os pontos 0, a e 1, e cujo esbo¢o é dado

3Ver, por exemplo, [16] e [36].
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pela figura 2.2. Além disso a é uma constante real pertencente a (0,1). Procuramos por solugdes

da forma u(z,t) = v(n.x + ct), entao, como foi feito acima, v satisfaz a equagdo

V., — vy + f(v) =0, (2.26)
e, portanto, o sequinte sistema
v, =P (2.27)
pe=cp— f(v).
i
)

" 5

Figura 2.2: Esboco de f.

Observe que u =0, u=a e u =1 sdo pontos de equilibrio da equagdo 2.26. Observamos ainda
que o primeiro e o ultimo sao instdaveis. Usando o mesmo argumento do exemplo anterior, obtemos
um operador linear para u = 0 e outro para u = 1, Ay e Ay respectivamente, idénticos aqueles do
mesmo exemplo.

Para que tenhamos de fato uma solucdo de onda limitada, iremos procurar por uma solucao
v que conecte estes dois equilibrios - de acordo com o argumento qualitativo feito na defini¢cdo de
ondas viajantes - para que, assim, um possa substituir o outro a medida em que a onda se propaga

em R™. Isto implica que devemos ter
v—0,sez——00 e v—1, se z— 0.
Vamos supor, a principio, ¢ = 0. Entdo, uma integral primeira para o sistema

v, =p (2.28)
P2 = —f(v).
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E(p _];/f

De fato, ao longo das orbitas de 2.28 temos E, = pp, + f(v)v, = —pf(v) + f(v)p = 0, ou seja, E

€ constante ao longo de cada orbita de 2.28, além disso, E ndo é constante em nenhum aberto de

€ dada por

seu dominio.
Vamos agora esbogar o plano de fases (v,p) e tentar encontrar v que satisfa¢a as propriedades
requeridas. Antes disso, faremos a sequinte hipdtese: fol f(u)du > 0. Caso ela nao seja satisfeita,

basta fazer a mudanca de coordenadas u —— 1 —wu. Observe que com esta hipdtese obtemos

/Oaf(u)du < /a1 f(u)du

e, portanto, existe b 6 (a,1) tal que fo u)du = 0. Observe também que, como as orbitas sao

dadas por E(p,v) = —|— fo u)du =k, com k constante, entao p = i\/Qk -2 fo u)du. O que

significa que a representagao das solugoes € simétrica em relacdo ao eizo v.

Feitas estas observagoes podemos prosseguir com o propdsito de obter o retrato de fases de 2.28.

Vamos, a principio, encontrar a orbita que passa pela origem de (v,p). FEla é dada por E = kq,

onde k1= 022 + foo du = 0. Entao, a drbita que sai da origem cruza o eizo v em (b,0), jd que
+ fo u)du = 0 e, demdo a expressao obtida de B = k, isto acontece no sentido indicado na
ﬁgum 2.8.
_p &

Figura 2.3: Retrato de fase para a equagao 2.26, caso ¢ = 0.

Vamos agora encontrar a orbita E = ko que passa por (1,0). Devemos ter

2 1 1
+/ f(u)du:/ f(u)du >0,
0 0
além disso, esta mesma drbita cruza o eizo p em ( \/2f0 u)du) - e, € claro que /2 fol f(u)du >
Ydu =

0. E possivel obter ainda o sequinte fato: a orbita que passa por (a,0) é dada por E = foa flu
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ko e, na verdade, sé contém este ponto.

Concluimos, dos argumentos acima, que a variedade instdvel de (0,0), W*(0,0), nao contém
o ponto (1,0). Entao, para ¢ = 0 nao existe uma solu¢ao v como a procurada. Partindo do fato
de que as orbitas no plano de fases variam continuamente a medida que variamos c, tentaremos
encontrar algum valor de ¢ para o qual a variedade instavel de (0,0) coincida com a variedade
estavel de (1,0), ou seja, W*(0,0) = W*(1,0). Pois assim, teriamos

(v,v5) = (0,0), se z - —oc0 e (v,v;) = (1,0), se z — oo,

e, portanto,

v—0,sez——00 e v—1, sez— o0,

como queriamos.
Considere um ponto (vg, po) qualquer no primeiro quadrante. Entdo a inclinacdo da drbita que
passa por este ponto € dada por
dp cpo — f(vo) f(vo)

—\o,p0) = —— —=C— ——,
dv( ) Po Po

o que significa que, a medida que ¢ cresce, para cada ponto v, a inclinacdo das solucées, com relacao
ao mesmo eixo v, também deverd crescer. Um esbogo deste fato € apresentado na figura 2.4. Isso
acontece porque a inclinacdo das orbitas ¢ uma funcdo crescente em c. Entdo, conforme c cresce, a
variedade instdvel W*(0,0) se move de modo tal que existird um tnico valor de ¢, que denotaremos
por ¢y, para o qual ela contém o ponto (1,0). Observe também que ko < ki < ko, o que ndo
contradiz o que foi dito anteriormente a respeito da rela¢do entre a inclinagao das orbitas e o valor

de c.

Figura 2.4: Esbogo da variedade instavel W*(0,0) para distintos valores de c.

Observamos inicialmente que b = b(c) € uma fungao continua e crescente de c. Além disso,
existe um valor de ¢ - suponha ¢ = ¢y -, para o qual b(co) > 1. Sendo assim, ou ainda, utilizando
um argumento geométrico, andlogo ao que foi feito acima, € possivel dizer que para valores de c
menores do que co, W*(0,0) cruza o eizo v em algum ponto T < 1, ao passo que para valores de ¢

maiores do que co, W*(0,0) nunca cruzard o mesmo eizo.
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Deduzimos entdo a existéncia e unicidade de onda viajante, limitada pelos equilibrios u = 0 e

u =1, como solugao de 2.26.

2.2.2 Classificagao e existéncia de ondas

As solugoes de ondas estudadas até agora eram de um particular tipo, conhecido como ondas
planas - ou ondas em uma dimensdo -, que sao aquelas que se movem em R” em uma direcao fixa,
com simetria por translacao em qualquer direcao perpendicular aquela do movimento. Este tipo
de solugao de onda é o mais simples e ja foi amplamente estudado.

Ondas descritas por sistemas de reagao-difusao se dividem em varias classes. Segue abaixo um
breve comentario a este respeito.

Em geral as ondas se dividem em duas principais classes: a de ondas estdciondrias e a de ondas
periodicas, ainda que padroes distintos destes ainda sejam encontrados. Como exemplo podemos
citar ondas do tipo espiral - ou rotating - e do tipo target.

As ondas estaciondrias por sua vez, se dividem em ondas planas e ondas multidimensionais. Ja
as ondas periédicas se subdividem em ondas em uma dimensdo, em duas dimensdes, ondas do tipo
spinning, ondas simétricas, ondas radiais e alguns outros tipos com estruturas mais complexas.

Nao entraremos em detalhes a respeito das classes acima ja que o foco deste trabalho recai em
ondas planas, para o leitor interessado em uma classificacao mais detalhada sugerimos [1]. Vamos
nos restringir ao estudo deste particular tipo de ondas, que também se divide em alguns tipos, a
saber:

(1) Wave fronts - sdo solugoes v(z) da equagao 2.23 tais que existem os limites

ZEI_POO’U(Z) =uvy € Zgr_noov(z) =v_, (2.29)
e além disso, v4 # v_. Como exemplo deste tipo de solugdo podemos citar aquela obtida no
exemplo 2 acima - para a qual vy =1ev_ =0.
(ii) Pulses - sao solugoes de 2.23 tais que os limites em 2.29 existem mas vy = v_. Em geral estas
solucoes aparecem em equagoes de propagacgao de impulsos nervosos, conhecidas como equagoes de

Hodgkin-Huxley e sao da forma.

Figura 2.5: vy = v_.

(7i1) Ondas periddicas no espago - sao solugoes de 2.23 tais que v(z) é uma fungao periddica.

Tais solugoes aparecem em problemas de cinética quimica e também equacoes de propagacao de
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impulsos nervosos. Este tipo de solucao corresponde a ciclos limites do retrato de fases obtidos do
sistema 2.24.

Para deduzir a existéncia - e unicidade - de solugoes de ondas nos exemplos anteriores, reduzimos
sistemas de segunda ordem a sistemas de EDO de primeira ordem e argumentamos de maneira
qualitativa através de um retrato de fases. Isto foi possivel pois tratavam-se de ondas em uma
dimensao, para casos mais gerais existem outros tipo de métodos para provar a existéncia de ondas
viajantes.

Diversos trabalhos se dedicaram ao estudo da existéncia de ondas em sistemas parabdlicos e neles
diferentes métodos foram empregados. Mas, correspondem basicamente a trés tipos de abordagens.

Alguns tém como ferramenta métodos topoldgicos. Vamos citar, em particular, o método de
Leray-Schauder que, grosseiramente falando, consiste na construcio de uma deformacdo continua?
de um dado sistema para outro cujas solucoes existem e possuem propriedades requeridas.

Outro método amplamente usado - inclusive neste trabalho - é baseado no estudo de retrato
de fases. Neste caso, a prova da existéncia de ondas se reduz a prova da existéncia de trajetérias
correspondentes ao tipo de solugao de ondas procurada. Por exemplo, para wave fronts ou pulses
procuramos trajetérias que conectem os pontos (v4,0) e (v_,0), j4 ondas periddicas correspondem
a ciclos limites.

O dltimo método, que envolve teoria de bifurcagoes, é, em geral, utilizado para se detectar a
existéncia de ondas viajantes. Mas pode também ser usado no caso de ondas multidimensionais.

A construcao e o estudo de solugoes de ondas para sistemas parabdlicos nao-lineares é uma &drea
de grande interesse, nao somente pelas aplicagoes das ondas em si, mas também por serem um
instrumento importante para um melhor entendimento de fenémenos em dominios extensos, onde,
pelo menos localmente, o comportamento se assemelha ao de ondas viajantes. Discutiremos na
préxima subsecao uma aplicacao bastante consolidada na literatura que, ao passo que aborda um
fendmeno relacionado a populagoes ciclicas, na seara da biologia, fornece um exemplo consistente

do alcance da modelagem baseada nos termos discutidos até aqui.
2.2.3 Ondas viajantes periodicas em populagoes ciclicas

Ao longo da iltima década, diversos estudos de campo abordando populagoes com ciclos pluri-
anuais detectaram ondas viajantes periédicas. Isto significa que os estudos indicaram que os ciclos
diferem de fase em locais distintos de tal forma que um pico de densidade em um local ocorre
simultaneamente com um poco em outro. Ou ainda, a densidade da populacao varia periodicamente
em uma direcdo espacial, assim como em tempo, de forma que, quando combinadas, aparentam
uma onda.

A velocidade desta ’onda’ é dada pela razao entre os periodos em relacao ao tempo e ao espaco.
O periodo em t é dado pelo nimero de anos de um ciclo completo de uma populacao em um ponto
fixo do espago, ja o periodo em relagdao ao espaco = é dado pelo comprimento de onda.

Existem diversos métodos de andlise estatistica para se detectarem ondas peridédicas neste con-

texto. Um passo comum - e elementar - a eles consiste em estimativas do tamanho da populacao,

4Na verdade, esta deformacdo é uma homotopia entre sistemas dinamicos. Para maiores detalhes, ver [1].
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em diferentes pontos do espaco, ao longo do tempo. E também possivel prever cenarios nos quais
ocorrem ondas periddicas e, inclusive, a relevancia ecolégica deste comportamento em populagoes
animais. Entretanto, uma vez que o foco deste trabalho nao reside sobre tais métodos, nem tam-
pouco sobre seu desenvolvimento ou aplicagao, indicaremos [1] ao leitor interessado e fecharemos
este capitulo com a introducao do modelo sobre o qual este trabalho versard nas proximas paginas.

Considere duas populagoes ciclicas, com densidades u ¢ v. Um modelo de reacao-difusao mais

simples envolvendo-as é dado por

up = D1(tUge + uyy) + f1(u,v) (2.30)
V¢ = D2<Uzz + uyy) + f2(u7 U)v

onde z e y sao coordenadas espaciais, t denota tempo e Dy, Do sdao constantes. Além disso, devemos

assumir que as dinamicas locais de f1, fo sao tais que as equacoes
uy = fi(u,v) e v = fa(u,v) (2.31)

possuem uma solucao periédica estavel, que oscila de cada lado de um estado estacionario coexis-
tente. Esta hipdtese se deve ao fato de que o modelo se refere a densidade de populagoes ciclicas,
mas isto ficard mais claro na ultima se¢ao do capitulo 7?7, quando verificamos a existéncia de ondas
viajantes periddicas para um particular modelo de reagao-difusao.

Como fora dito no capitulo anterior, um de nossos principais objetivos é propor um teorema de

existéncia e unicidade para 2.30 sujeito a condigao inicial
u(0) = up, v(0) = v, (2.32)

onde ug e vy sdo, a principio, funcdes abritrarias definidas em R?, e estudar a estabilidade de
possiveis solucoes. Para tanto, alguns elementos da Andlise Funcional, em particular da Teoria dos
Operadores sao necessarios. Em funcao desta necessidade, o préximo capitulo versard sobre este

tema, fornecendo os elementos para a discussao seguinte.



Capitulo 3

Teoria de semigrupos e o problema de Cauchy abstrato

O objetivo deste capitulo é discutir a teoria de semigrupos de operadores lineares em espagos de
Banach e suas aplicacdes & teoria das equacoes diferenciais’. Um dos pré-requisitos para o estudo
deste tema envolve conceitos elementares da teoria espectral de operadores lineares. Neste sentido,

introduzimos algumas definicdes e fatos a este respeito?.
3.1 Teoria Espectral de Operadores Lineares
3.1.1 Conceitos e resultados basicos da teoria espectral

Sejam X # {0} um espago normado complexo e A : D(A) C X — X um operador linear com

dominio D(A). Associamos a cada A € C o operador
Ay =AM, (3.1)

onde I é o operador identidade em D(A). As propriedades do operador Ay dependem claramente
de X e a teoria espectral versa basicamente sobre o estudo de tais propriedades. O operador inverso
- ou, simplesmente inversa - de Ay, que denotaremos por R) e chamaremos de operador resolvente,
pode ou nao existir. Caso exista, o préximo passo é estudarmos sua continuidade e sobrejetividade.

Neste sentido introduziremos algumas definicGes.

Definicao 5 Seja X um espaco vetorial normado e D um subconjunto de X. Diremos que D €

denso em X se para todo x € X e todo € > 0, a intersecao
D()B:()
for nao vazia.

Definigao 6 Sejam X # 0 um espaco normado complexo e A : D(A) C X — X um operador

linear com dominio D(A). O conjunto

p(A) ={X € C| Ry existe, € continua e estd definida em um subconjunto denso de X }

1Sugerimos o classico [29] ao leitor interessado em uma abordagem diferente envolvendo a teoria espectral dos
operadores lineares e aplicagdes.
2Para mais detalhes acerca dos operadores lineares e algumas aplicagdes envolvendo semigrupos sugerimos [12].
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(3.2)

€ chamado conjunto resolvente de A. Seu complementar no plano complexo C, que denotaremos

por o(A), é chamado espectro de A.

Definicao 7 O conjunto dos autovalores, ou valores préprios, de A é dado por
VP(A)={\eC|P R)\}. (3.3)
Sendo A, como nas defini¢cbes anteriores, um operador linear e continuo, obtemos
VP(A)={AeC|N(A—-XI) #{0}}, (3.4)

onde N(A — AI) corresponde ao ntcleo do operador A — AI. Um ponto =z € N(A — AI) \ {0}
é chamado autovetor - ou vetor-préprio - de A associado ao autovalor A\. O subespago de D(A)
formado pelos autovetores associados ao autovalor A e pelo vetor nulo de X é chamado autoespaco
de A associado ao autovalor .

Dado este conjunto de defini¢bes, passaremos agora a uma discussao acerca das propriedades do
conjunto espectral de A. Sendo o(A) o complementar de p(A) em C, ele é naturalmente dividido
em trés conjuntos disjuntos, a saber:

(1) o espectro pontual o,(A) é conjunto dos N's € o(A) tais que Ry nao existe.

(1) o espectro continuo o.(A) é conjunto dos N's € o(A) tais que R) existe mas nao é continuo.
(i) espectro residual o.(A) é conjunto dos X's € o(A) tais que Ry existe (continua ou nao) mas
nao estd definida em um conjunto denso de X.

Em alguns casos nem todos os conjuntos acima sao nao-vazios. Por exemplo, se dimX < oo
temos 0.(A) = 0,.(A) = ), pelo Teorema do Nticleo e Imagem?. Para tornar os conceitos acima um

pouco mais claros apresentaremos um exemplo.

Exemplo 4 Considere o conjunto

X =1(C) = {(mn)n € CV | D |zn|? < o0}, (3.5)

neC

com a norma |[(zn)nll2cy = (Xnen |(z0)|?)2, € 0 operador A: X C X — X dado por () —>
(75 )n- Entao 0 € o.(A). De fato, jd que o nicleo de N(A) s6 contém a seqiiéncia identicamente
nula, A € injetor e além disso sua imagem é densa em X e R(A) # X, pois dada a seqiiéncia

(n%rl) € X nao existe nenhum (xy)y, € X tal que A((xp)n) = (%H)n

Uma das propriedades do conjunto resolvente que sera largamente utilizada neste trabalho é a
igualdade
p(—A) = —p(A),

3Para uma exposicio elementar do teorema do Ntcleo e Imagem, remetemos o leitor ao texto de dlgebra linear de
Hoffman e Kunze [18]
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que pode ser obtida a partir de duas inclusdes bastante simples a partir da definicao de p.
Definicao 8 Sejam A um conjunto e K o corpo escalar. Considere as operacgoes
+:AXxA— A,

o AxA— A

KxA— A
Se, para todo x, y, z € A e para todo a € K
1. (A, +,-) é um espago vetorial;
2. ze(yez)=(xey) ez
3. xe(y+z)=(zey)+(vez)e(r+y)ez=(rez)+(yez)e
Joa-(wey)=(a-z)ey=ze(a-y)
diremos que (A,+,-) = A € uma dlgebra. Se for A# {0} e houver e € A tal que

cexr—=xrec—=2u,

para todo x € A, diremos que A é uma dlgebra com unidade. Mais ainda, se ||-|| € uma norma no

espago vetorial (A,+,-) tal que para todo x y € A tem-se que

[z e yll < llzl[ vl

entdo A diz-se uma dlgebra normada. Por fim, se A for um espaco completo sob a norma, dizemos

que A é uma dlgebra de Banach.

Lema 1 Seja A uma dlgebra de Banach com unidade e. Entao, para cada a € A com |le —al| < 1

existe a~ ' € A. Além disso,
o0

a = Z(e —a)"
n=0
‘ le—a
1 e—a
lo™ =ell < T —arr

Nao apresentaremos a demonstragao deste lema aqui. Indicamos ao leitor os livros de Megginson
[32] e Kreyszig [30].

Consideramos no resultado seguinte A como sendo o conjunto dos operadores lineares e limitados
A: X — X equipado com a composicao e fungoes como operacao e cuja unidade coincide com o

operador identidade no espaco de BanachX.
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Corolario 1 Sejam X um espaco de Banach e A: X — X um operador linear e limitado tal que

|II — Al < 1. Entdo a inversa de A existe, é linear e limitada. Além disso,

AT =N (I A"
n=0
‘ 1 - A
-1_ N L el |
I =

Teorema 2 Seja X um espaco de Banach sobre C e A: X — X um operador linear e limitado,
entao
{AeCAI> [JAll} € p(A)

[e.e]

An
~1
(M —=A) = Z N+l

n=0

para todo X\ € C com |\ > ||A].
Demonstragao. Seja A € C tal que [A| > ||A||. Definimos By = I — 1 A. E claro que By é um
operador linear e limitado em X. De onde obtemos que
1 1

Ir- Bl = 54 = 5

A

A 1.
. 4] <

Segue entao, do corolario 1, que a inversa de B) existe, é dada por

Bi'=> (I-B)"

n=0

e é um operador linear e limitado. Escrevendo A\ — A = A\(I — %A), obtemos

1 T\t

que é também um operador linear e limitado. Portanto, A € p(4) e

n

00 . 1 es] n [e's]
ZO(I—BA) :)‘ZOMZZO)‘”H‘

(M —A)' =

>| =

]
3.1.2 Operadores fechados

Estudaremos agora um particular tipo de operador linear, conhecido como operador fechado.

Apresentaremos algumas defini¢oes e em seguida passaremos a alguns resultados.
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v

Figura 3.1: Tlustracao de uma conseqiiéncia da inclusao {A € C: XA > || A||} C p(4).

Defini¢dao 9 Sejam X um espaco de Banach* sobre um corpo K e A : D(A) — X, com D(A) C

X, um operador linear. Dizemos que A € fechado se seu grdfico
GA) ={(z,y) e X x X; x € D(A) ey = Az}
for um subespaco fechado de X x X.

Observe que, dizer que um operador linear A é fechado, é equivalente a dizer que, dada qualquer
seqiiéncia (x,) em D(A), com x, — = e Az, — y, entdao © € D(A) e y = Ax. De fato, se A é
fechado, dada qualquer seqiiéncia (x,, Az,) em G(A) com (zp, Az,) — (z,y), entdo deve-se ter
(z,y) € G(A), ou seja, x € D(A) e y = Az. A reciproca é ébvia. Note ainda que, o grafico de um
operador linear é sempre um subespaco, o que nao é necessariamente verdade para o caso de uma
aplicacdo qualquer - p.e., (2,4) + (3,9) = (5,13)(5,5%). Logo, o gréafico de f(x) = x2, definida em

R, com valores em R nao é um subspacgo de R x R.

Defini¢ao 10 Dado um espago de Banach X e denotando o fecho de G(A) por G(A), um operador

linear A: D(A) C X — X € dito fechdvel se (0,y) € G(A) implicar y = 0.

Nas condigoes da definigdo acima, dizer que A é fechavel é equivalente a dizer que G(A) é o

grafico de um operador fechado. Neste caso, dizemos que este ultimo operador é o fecho de A e,
em geral, ele é denotado por A °. A proposicdo que segue é mais uma equivaléncia da definicdo 9

e sua demonstragao é obtida diretamente desta mesma definic¢ao.

e

Proposicao 1 Dado um espago de Banach X, entdo um operador linear A : D(A) C X — X €

fechdvel se, e somente se, para toda seqiéncia x,, € D(A), com x, — 0 e Az, — y, tivermosy = 0.

Demonstragao. Assumimos inicialmente que A é um operador fechdvel. Consideramos entao

uma seqiiéncia x, € D(A) tal que =, — 0 e Az, — y, para algum y € Y. Assim, obtemos que

4Em cardter de recordacio, mencionamos que um espaco vetorial normado é dito um espaco de Banach se for
completo sob sua norma, i.e., se toda sua seqiiéncia de Cauchy for convergente.

5N#o usaremos esta notacéo neste trabalho por uma questio de conveniéncia. No préximo capitulo estudaremos
um operador A que é, na verdade, o fecho do operador que chamaremos By X By
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(2, Ax,) € G(A) e, como conseqiiéncia, que (0,y) € G(A), uma vez que (z,, Az,) — (0,y). De
acordo com a definicdo de A, temos ainda que G(A) = G(A) e, portanto, 0 = A0 = y.
Reciprocamente, suponha que, para toda seqiiéncia x,, € D(A), com z, — 0 e Az, — vy,
deve-se ter que y = 0. Além disso, @ é um subspago linear de X x Y. Considerando algum
elemento (0,y) € G(A), temos que existe uma seqiiéncia z,, € D(A) tal que 2, — 0 e Az, — y.
De onde obtemos, que y = 0. Afirmamos entdo que para todo x € X deve existir no méaximo

um elemtento y € Y de modo que (z,y) € G(A). De fato, suponha que existam y,y € Y tais

que (z,y), (z,y") € G(A). Sendo G(A) um subspago, terfamos (0,y — ¢') € G(A), o que seria um

absurdo, j4 que y —y" # 0. Podemos entdo definir o operador A como sendo Az = y onde y é

tal que (z,y) € G(A). Segue que A é um operador linear e G(A) = G(A), uma vez que G(A) um
subespago linear. m

Seguem uma proposicao e dois lemas acerca das propriedades de um operador linear fechavel.

Proposicao 2 Sejam X um espago de Banach e A: D(A) C X — X um operador linear injetor
e R(A) sua imagem. Entdo A € fechdvel se, e somente se, A~' : R(A) — X € fechdwvel.

Demonstragao. Suponha que A : D(A) — R(A) seja fechavel. Para mostrar que A~! também
é fechdvel, tomaremos uma seqiiéncia y, em R(A), com y, — 0 e A, — x, e mostraremos que
x = 0. Como, para cada n, y, € R(A) entdo existe x,, € D(A) tal que x,, = A~ 'y,. Considerando
a seqiiéncia (z, — )y, temos

T, —x=Aly, —z—0,

entdo, como A é fechdvel A(x, —x) — 0. Por outro lado,
A(zy, — ) = Az, — Az — Ax,

ja que Az, =y, — 0. Logo Az = 0 e, sendo A um operador linear e injetor, concluimos que x = 0.
[ ]

Lema 2 Dado um operador linear A : D(A) C X — X, se o conjunto resolvente p(A) for nao

vazio, entao A € fechdvel.

Demonstragao. Sendo p(A) # (), existe algum A no corpo K tal que: \I— A é injetor, m =

e (A — A)~! é limitado. Mostraremos que (A — A)~! é fechavel e, da proposicdo anterior,
concluiremos que (Al — A) também é fechdvel. Com isso obtemos, diretamente da definigao, que
A é fechavel. A fim de provarmos que (A — A)~!: R(A — A) — X ¢é fechével, tomaremos uma
seqiiéncia z,, em R(A — A), com z, — 0 e (A — A)~!(x,) — y. Nosso objetivo é mostrar que
y = 0. De fato, sendo (Al — A)~! um operador continuo, (A — A)~!(x,) — 0. Pela unicidade do

limite, obtemos y = 0. =

Lema 3 Sejam A : D(Ag) C X — X um operador linear e A : D(A) C X — X o seu fecho.
Se Ay for fechdvel, entao p(Ag) = p(A).
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Demonstragao. Considere inicialmente algum A arbitrario em p(A), entdo A\ — A é injetor,
RN —A)=Xe (M—-A)": RM — A — X é limitado. Sendo A o fecho de Ay, valem as
seguintes afirmacoes: D(Ag) C D(A) e Ax = Aoz, se x € D(Ap). De onde obtemos, juntamente
com as hipéteses acima, que (A —Ag) ™! : R(A — Ay) — X é limitado e (A — Ag) é injetor. Resta
mostrar que R(A\] — Ag) = X. Entdo, considere um elemento y em X e x = (A — A)y. Obtemos,
ainda pelo fato de A ser o fecho de Ay, que existe uma seqiiéncia x,, em D(Ap) com z, — = e
(M — A)x,, — y. Portanto,

y = lim (M — Ag)xy, onde (A — Ag)x, € R(A — A),

n—o0

e concluimos que p(A4) C p(Ap).

Para provar que a inclusdo contréria também é vélida, tomaremos A € p(Ap). Entdo A\ — Ay é
injetor, RO\ — Ag) = X e (\] — Ag)~" : R(\[ — Ay) — X é limitado. Seja x € D(A) tal que
(M — A)x = 0. Se provarmos que x = 0, estard assim garantida a injetividade de (AI — A), ja que
este é um operador linear. Sabemos, pela definicao do operador A, que existe uma seqiiéncia x,, em
D(Ap) tal que z,, — = e que (A — Ag)x, — 0. Sendo (A — Ap)~! um operador continuo, temos
que

(M — Ag) (AT — Ag)x,, — 0.

Portanto, x = 0. A afirmacao de que R(AI—A) é denso em X, segue diretamente dos seguintes fatos:
R(A — A) é um conjunto fechado em X - pela definigao do operador A -, R(AI—Ay) C R(AI—A) e
R(M — Ap) = X. Finalmente, dado y € R(A—A), mostraremos (A —A) é continuo em y. Sabemos
que existe uma seqiiéncia y, em R(A — Ag) tal que y, — y e (M — Ag) "Ly, — (M — A)~1y. Segue

que
[T = )7y = | Jim (A7 = 40) g < Tim ([T = 40) ™| gl = M |1y,
onde M = |[(AI — Ag)~!||. Observe que usamos o fato de que a norma e (A — Ag)~" sdo fungdes

continuas. Concluimos entao que A € p(A), de onde segue o resultado. m
3.1.3 Operadores adjuntos, simétricos e auto-adjuntos

Sejam X e Y espagos normados. Denotaremos por £(X,Y’) o conjunto dos operadores lineares
e continuos A : X «— Y e por X* o conjunto dos funcionais lineares ¢ : X — K, onde K é um
corpo, ou seja, o espaco dual de X. Dado z* € X*, denotaremos o seu valor em um vetor x € X,

ou seja, a sua ac¢ao sobre o ponto x, por (z*,z) ou (x,z*).

Definicao 11 Sejam X um espago de Banach sobre um corpo K, X* o seu dual e A : D(A) C

X — X um operador linear com dominio D(A) denso em X. O adjunto de A é um operador

A*: D(A*) C X* — X*
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definido da sequinte forma:
DA*) ={z* € X*; Jy* € X* com <z* Az >=<y",x> Vre D(A)} (3.6)

e, dado z* € D(A*), definimos A*z* = y*, onde y* € o elemento de X* que satisfaz 3.6.

Observe que o operador A* estd bem definido pois, como D(A) é denso em X, existe no méximo

um elemento y* € X* satisfazendo 3.6.

Proposicao 3 Sejam X um espago de Banach, X* o seu dual e A : D(A) C X — X um operador

linear com dominio D(A) denso em X. Entdo, o adjunto de A,
A*:D(A") Cc X* — X7,

é um operador fechado, ou seja, o grdfico G(A*) é fechado em X* x X*.

*

Demonstracao. Seja (7)), uma seqiiéncia em D(A*) tal que z}, — z* e A*z} — y*, ou seja,

*

a seqliéncia (2}, A*x}) em G(A*) converge para (z*,y*). Nosso objetivo é provar que (z*,y*) €

G(A*), para isso devemos ter y* = A*(z*). De fato, temos

<x' Ar >=< liznm:,Ax >= liin <y, Ax >= li£n < A%zp x >=<lim A%z}, z >=<y*,z>.
O que implica, pela definicao do operador adjunto, que y* = A*(z*). =
Definicao 12 Seja H um espago vetorial normado, cuja norma provém de um produto interno,

]l = v/ (2, ).

Se H for completo, sob esta norma, diremos que H € um espaco de Hilbert.

i.e., para todo x € H,

Sejam H um espago de Hilbert com produto interno (- ,-) e A: D(A) C X — X um operador
linear com D(A) = H. Afim de considerarmos o operador A* como um operador em H, faremos a
seguinte identificacao

"=~ H,

e, denotaremos ambos por H. Isto é possivel, e na verdade usual, pois pelo teorema da Rep-
resentacao de Riesz para funcionais, cada funcional linear limitado definido sobre um espago de

Hilbert pode ser identificado de maneira univoca com um ponto do espago. Para detalhes, ver [30].

Definicao 13 Nas condi¢des acima, dizemos que A € um operador simétrico se A C A*, ou seja,
se

< Azx,y >=<uz,Ay >, Vx,y € D(A).

Dizemos que A € auto-adjunto se
A=A,
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ou, mais precisamente, se D(A) = D(A*).

Teorema 3 Sejam H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador auto-adjunto tal
que
(Az,z) > m||z|?,

para todo x € D(A) entao o(A) C [m,00).

Demonstracao. Demonstraremos que, para um operador linear auto-adjunto A entre espacos de

Hilbert complexos, seu espectro esta contido no intervalo [m, M], onde

m= | iﬂlfl (Az, )

M = sup (Az,x).
llzll=1

Assim, para concluirmos o resultado acima basta apenas notarmos que no nosso caso M = +oc.
Sabe-se que o espectro de A é um subconjunto da reta real. Seja A\, = M + ¢ com ¢ > 0.
Mostraremos que para qualquer € > 0 tem-se que A; € p(A). Tomemos entdo z # 0 e v = ||z]| " .

Temos entdao que x = ||z|| v e

(4. 2) = o (Av,o) < Jal” sup (Av.0) = (.2) M.

Assim, — (Az,x) > — (z,x) M e, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwatrz, obtem-se:
(AT — Azl > & ],
com € = A\, — M > 0. Logo, obtemos que
[(Ad — A) x| = e[|,

o que implica diretamente que A. € p(A). De maneira anédloga, obtemos que qualquer A\s = m — d,
com 0 > 0 pertence a p(A) e, assim, segue o resultado. ®

Para concluirmos esta subsecao, vamos mencionar dois resultados acerca dos operadores simétricos
- em sua relagao com os operadores auto-adjuntos - que tém como propésito ilustrar em algum sen-

tido a maneira como estas classes de operadores se relacionam.

Lema 4 Seja A um operador simétrico e, para algum \ € C
R(M—-A)=H e R\ —A)=H,

entdo A € auto-adjuntoS.

SVer [9]
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Lema 5 Se A for um operador simétrico e R(A) = H, entao A é auto-adjunto.

Demonstracao. Imediato a partir do lema 4. =
3.1.4 Operadores dissipativos

Na préxima secao discutiremos a teoria de semigrupos de operadores lineares, que sao unica-
mente determinados pelos seus geradores. Uma importante caracterizagao de tais geradores envolve

o conceito de operadores dissipativos. Dedicaremos esta subsecao ao estudo destes operadores.

Definicao 14 Seja X um espaco de Banach sobre um corpo K e X* seu dual. Dizemos que a

correspondéncia, ou funcdo multivoca, J : X — 2X" dada por
J(@) = {a* € X" Re (", 2) = |lal)” = o**}
¢ a aplicacio dualidade de X, onde 2%~ denota o conjunto das partes de X*.

Observe que, para cada x € X, o conjunto J(x), que chamaremos de conjunto dualidade de z,

é néo-vazio como conquéncia do teorema de Hahn-Banach.”

Definicao 15 Seja X um espaco de Banach sobre um corpo K. Dizemos que um operador linear
A:D(A) C X — X € dissipativo se

D(A) C{z e X :32" € J(z) com Re(z", Az) <0}

Um operador linear B : D(B) C X — X ¢é dito acretivo®, ou mazimal mondtono, se A = —B for

um operador dissipativo.

Segue um exemplo de operador dissipativo bastante simples, mas que ilustra apropriadamente

o caso em que X tem dimensao finita.

Exemplo 5 Sejam X = R® e A : X — X o operador negativo da identidade em X, isto €,
Ax = —x para todo x € X. Afirmamos que A € dissipativo. De fato, sendo X um espago de

Hilbert, podemos identificar cada elemento x € X com o funcional linear x* dado por
(x*,y) = (y,z), Vy e R™
Calculemos agora a norma do operador x*:

27| = supyey (2%, y)| = supyepy [(2, y)| < supyepy [l [lyl] <[] -

7O teorema de Hanhn-Banach, e suas conseqiiéncias, tém demasiada importancia no contexto da Anélise e de suas
aplicagoes. Por esta razdo, remetemos o leitor ao texto de Robert Megginson, [32].
8
Ver [20]
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(i)

Portanto, para cada © € X, o funcional z* € J(x). Segue entdo que, para cada x € X, existe

Em particular, Hi—” € Bx ¢

x* € J(x) - isto se deve ao fato de que uma das propriedades deste operador nos garante que
[ = [l - tal que
Re (z*, Az) = (Az,z) = — (z,2) = — ||z||* < 0.

De onde seque que A um operador dissipativo.

O objetivo dos proximos resultados é apresentar algumas propriedades de operadores dissipa-
tivos. O principal deles, o teorema de G.Lumer, mostra que se A é dissipativo entdao podemos

limitar o operador resolvente de A.

Lema 6 Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X operador linear. Entdo, A é

dissipativo se, e somente se,
(A =A)z| > X|z||, Yz e D(A), YA>0. (3.7)

Demonstragao. Suponha que A seja dissipativo e escolha arbitrariamente A > 0 e z € D(A).

Sabemos entao que existe x* € J(x) tal que Re (Az,xz*) < 0. Segue que
Az — Az|| |lz]| = [|Ae — Az|| ||| > [(\z — Az, 2*)| > Re (\x — Az, 2*) = ARe (x,2") = X ||z,

Observe que na primeira desigualdade usamos Cauchy-Schwartz. Segue entao o resultado para o
caso x # 0. O outro caso é dbvio.
Reciprocamente, considere algum x € D(A). Queremos provar que existe * € J(z) tal que

Re (z*, Ax) < 0. Tomando y) = Az — Az sabemos, pela definigdo do conjunto dualidade, que existe

algum y3 € J(yx). Definindo 23 = H;ﬁ” e, é claro, supondo que a afirmagao 3.7 é vélida, obtemos
A
* 1 * * * *
MMzl < lluall = Re (ya, ya) Tl Re (yx, z3) = ARe (x, 23) — Re (Ax, 23) < A|[z]| — Re (Az, z3) .
A

Segue que Re (Ax, z§) < 0 para todo A > 0, ja que este foi tomado arbitrariamente. Um resultado
bastante conhecido e importante da Anélise Funcional diz que, na topologia fraca®, a bola unitaria
de qualquer espago de Banach é compacta. Entao, como X* é um espaco de Banach e z} € By,
existem uma sequiéncia A, — 00 e algum z* € Bx~ tais que g — 2, na topologia fraca®.

Da desigualdade acima, temos que Re (Az,z*) < 0 e Re(x,z*) > ||z||. Como Re (z,z*) <
|{(x,z*)| < ||z||, obtemos que

(2, 2%) = [|=]| .

Tomando z* = ||z|| z2* segue que z* € J(z) ¢ Re(Ax,z*) < 0. Assim, concluimos que A é

dissipativo. m
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Definigao 16 Sejam T : D(T) € X — Y um operador linear, com X e Y espacos vetoriais
normados. Entdo, diremos que T € densamente definido em X se D(T) for um subconjunto denso
de X.

Lema 7 Se A ¢ dissipativo e densamente definido entdo A € fechdvel. Além disso, seu fecho A

também € um operador dissipativo.

Demonstragao. Suponha que A : D(A) C X — X seja dissipativo e D(A) = X mas que A nao
seja fechavel. Entao, existe uma seqiiéncia (z,) em X tal que z,, = 0 e Az, — y, com ||y|| = 1. Na
verdade, a proposicao 1 nos garante apenas que existe ||ly|| # 0, mas basta entdo tomar a seqiiéncia
(ﬁcT"”), que também converge para 0 e Aﬁ converge para ﬁ, que tem norma 1.

Obtemos assim, do lema 6, que
o+t 0) =t (a7 10,) | = o170z

para quaisquer t > 0 e z € D(A). Tomando o limite quando n — oo e, em seguida, o limite quando
t — 0, concluimos que

=yl = =]l

para todo x € D(A). O que seria um absurdo pois D(A) é denso em X. Logo A é um operador
fechavel.
Afirmamos ainda que o operador A ¢é dissipativo. De fato, sejam = € D(A) e y = Az. Existe

entdo uma seqiiéncia {z,} em D(A) tal que z, — = e Az, — y = Az. Obtemos, do lema 6, que
[Azy — Azl > Allzn|,
para todo A > 0. Tomando o limite quando n — oo obtemos ainda que
H)\x - Z:UH > M|z,

para todo A > 0. Como z € D(A) é arbitrario, concluimos, pelo lema 6, que o operador A é

dissipativo. m

Teorema 4 [G.Lumer] Se A : D(A) C X — X ¢é um operador dissipativo tal que D(A) = X e,
para algum Ao > 0, \g — A € sobrejetor entdo (0,00) C p(A) e

[(A=A)7H <<, ¥A>0.

1
A,
Demonstragao. Tomemos A > 0 e um ponto no dominio de A, digamos = € D(A). Segue do
lema 6 que

(AT = A)z]| = Af]].

Assim, além de sabermos que R(A\gl — A) = X, temos que |[(Aol — A)z| > Ao ||z| para todo

x € D(A). Assim, \o pertence ao conjunto resolvente do operador fechado A. Como R é conexo,
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entdo um seu subconjunto A serd aberto e fechado em R™ se e somente se for A = RT.
Seja A = p(A) NR*. Do fato de p(A) ser aberto, segue que A é aberto. Queremos ver que A é
ainda fechado em R*, o que leva imediatamente a p(4) D R*. Tomemos uma seqiiéncia (A, )nen

de elementos de A com A, — A. Existe n* € N tal que se n > n*, entao

A
An — Al < =
Pn =A< 3

Assim, para valores grandes de n temos

[N =) — A7 < A = AN <

N |

T+ A=)\, — At

é um isomorfismo de X. Entao a aplicacdo A — A aplica D(A) sobrejetivamente em X, ao passo que
A € p(A), o que implica diretamente no resultado. m

3.2 Semigrupos de operadores lineares

Com intuito de estudar as técnicas de solucao de problemas parabdlicos, na verdade de um par-
ticular problema de reagao-difusao, estudaremos nesta secao fatos da teoria de semigrupos lineares

e continuos.
3.2.1 Definicoes e resultados basicos

Seja X um espago de Banach. O conjunto £(X), como foi dito, denota o espago dos operadores

lineares e continuos de X em X. Consideraremos este conjunto com a seguinte norma

1Tl p, = supsens T2l x
onde Bx = {z € X; ||z| x = 1}.

Defini¢ao 17 Seja X um espago de Banach. Uma familia a um parametro {T'(t) : t > 0} C L(X)

€ dita semigrupo de operadores lineares em X se as sequintes condicdes forem satisfeitas:
1. T(0) = Ix, onde Ix € a funcdo identidade de X em X;

2. T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Se além disso,
3. limy_,g+ ||T(t) — Ix|| = 0, dizemos que o semigrupo é uniformemente continuo (em t=0).
4. limy_,o+ T(t)x = x, para todo x € X, dizemos que o semigrupo é fortemente continuo.

Todo semigrupo fortemente continuo possui uma limitacao exponencial que é dada pelo seguinte

teorema.
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Teorema 5 Seja {T'(t): t >0} C L(X) um semigrupo fortemente continuo. Entdo existem con-
stantes >0 e M > 1 tais que
IT(t)]| < M, vt >o0.

Demonstragao. Limitaremos inicialmente ||7'(¢)|| em um intervalo da forma [0, 7] e depois esten-
deremos por todo o semi-eixo positivo. Suponha, por contradigao, que n > 0 tal que || T(t)| seja
limitado em [0,7n]. Entao existiria uma seqiiéncia (t,), em (0,00) tal que t, — 07 e [|T(¢,)| > n.
Assim, pelo Principio da Limitacao Uniforme, existiria algum = € X tal que a seqiiéncia (||T'(¢,)z|)n
seria ilimitada. O que geraria uma contradicdo, ja que lim,_,q+ T'(t)x = x, para todo x em X. Por-
tanto, existe uma constante M tal que ||T(t)|| < M, V¢t € [0,n]. Observe que M > 1, ja que
IT(0)|| = |Ix|| = 1. Dado qualquer ¢t € (0,00), podemos escreve-lo na forma t = nn + ¢ com
0 < 0 < n. Segue das propriedades de semigrupos que

IT@) | = IT )T @) < IT@)|" [TE)] < MM < MM 7 = Me?,

onde B =n"'Iln M > 0. Usamos na desigualdade acima o seguinte fato

t 0 t t
—:n+—:>—2n:>M"§va.
n n n

Concluimos entdo que ||T(t)|| < MePt, Vt € (0,00). m

Corolario 2 Seja {T'(t): t >0} C L(X) um semigrupo fortemente continuo. FEntdo, para todo
x € X, a fungio T(.)x : RT — X, dada por t — T(t)x € continua.

Demonstracao. Queremos provar que, para cada x € X, vale que

lim T(t+ h)z =T(t)r = lim T(t+ h)z.
h—0+t h—0~

Observe que a segunda igualdade é equivalente a limy,_,o+ T'(t — h)z = T(t)x. Entao, seja h > 0.

Segue, pelo teorema anterior e pelas propriedades de semigrupo, que

IT(t+ h)a = T(O)z]| < [T@IT(h)z - al| < M |T(h)x — | (3-8)

IT(t = h)z = T(t)z| < |T(t = W) T (h)z — x| < Me™ | T(h)x — x| (3.9)

Tomando o limite em 3.8 e 3.9, quando h — 0%, e usando o fato de T'(¢) ? ser um semigrupo
fortemente continuo, obtemos o resultado desejado. m
Dado um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares, podemos associd-lo a um oper-

ador linear A - através da definicdo seguinte - e por conseqiiéncia também associd-lo a uma equacao

?Ao longo deste texto nos referimos ao semigrupo {T'(t) : t > 0} como semigrupo T(t).
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diferencial da forma

U = Au.
Veremos mais a frente a importancia desta identificagao.

Definicao 18 Seja {T'(t) :t > 0} C L(X) um semigrupo fortemente continuo de operadores lin-
eares. Definimos seu gerador infinitesimal como sendo o operador A : D(A) C X — X, dado

por
T(t)x —
Ay — lim L®)z—2

t—0+ t ’

onde D(A) = {x € X : Ilim,_,o+ M}

Surgem entao duas perguntas naturais:
e dado um semigrupo {7T'(¢) : t > 0}, existe um tnico gerador infinitesimal?
e dado um gerador A de um semigrupo T'(t), este semigrupo é tinico?

A resposta afirmativa a primeira pergunta é dada diretamente pela definicao de operador in-

finitesimal. J4 a, também afirmativa, resposta a segunda é dada pelo seguinte:

Teorema 6 Sejam {T'(t) :t >0} e {S(t) : t > 0} semigrupos fortementes continuos gerados pelo
operador A: D(A) C X — X, ou seja,
T(t)r —x S(t)x

lim = Az = lim
t—0+ t t—0+

Entao, T(t) = S(t) para todo t > 0.

Antes de demonstra-lo apresentaremos o seguinte teorema, que nos fornece uma importante e

muito 1til propriedade de semigrupos fortemente continuos.

Teorema 7 Seja {T(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo e A seu gerador infinitesimal.
Entao, para x € D(A), o operador
t— T(t)x

€ continuamente diferencidvel e

d

aT(t)$ = AT (t)x = T(t)Ax, Vt > 0.

Demonstracao. Seja x € D(A). Para provarmos que T'(¢)z é continuamente diferencidvel em
t, é suficiente mostrar que a derivada a direita deste mesmo operador é continua. Mostraremos

inicialmente que T'(t)x € D(A). Seja entao h > 0, segue que

T(h) — Ix
h

T(h) — Ix

T(t)e = T(t)(—

Yo — T(t)Az, se h—0T.



36 CAPITULO 3. TEORIA DE SEMIGRUPOS E O PROBLEMA DE CAUCHY ABSTRATO

Além de concluir que, de fato, T'(t)x € D(A), obtemos que a derivada a direita de 7'(t)x é continua
emte AT (x) =T(t)Az. m

Demonstracao do Teorema 6. Considere a aplicacao s — T'(s)S(t —s), definida para 0 < s < .
Se provarmos que a derivada desta aplicacao é zero - e, portanto, ela é constante em s -, como ela
vale S(t) e T(t) em s = 0 e s = t, respectivamente, concluiremos que S(t) = T'(t), Vt > 0. Pelo

teorema anterior, sabemos que esta aplicacao é diferenciavel e

d _dT'(s) ds(t —s)
7 (T(s)S(t—s)) = Is S(t—s)+T(s) s .
E entao, ainda do teorema 7, obtemos
dT'(s) ds(t —s)
= AT — - =—-A —3).
I (s) e T S(t—s)
Portanto,
d

%(T(S)S(t —5)=AT(s)S(t —s) —T(s)AS(t —s) = AT (s)S(t — s) — AT(s)S(t — s) = 0.

Usamos na tltima igualdade o fato de que A comuta com 7'(t). m

Teorema 8 Sejam T'(t) um semigrupo fortemente continuo de contragoes e A: D(A) C X — X

seu gerador infinitesimal. Entao sao vdlidas as sequintes afirmacades:
. t+h
1. Para cada x € X, limy_0 7 [} s)xds =T (t)x.

2. Para cada v € X, fo s)xds € D(A) e

A < /O t T(s)xds) — Tt —a.

3. Para cada x € D(A),
t t
T(t)x —T(s)x :/ T(1)Azdr :/ AT (7)zdr.

Demonstragao.

1. De acordo com o teorema 7, o operador ¢t — T'(t)x é continuo, para cada z € X. Entao,
limj,_, £ ft+h s)xds = limy_,q + = { Hhp T(s)xds — ft xds} =T(t)x.

2. Seja x € X, entao

A( / T(s)zds) = lim T(h)hl( / T(s)zds)

h—0

= lim — / (s+h)x —T(s)x)ds

h—0 h
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_ }1113%% { /t T (e)ads — /O hT(s)xds}
— Tt -

Observe que na ultima igualdade aplicamos o item 1.

3. De acordo com o teorema 7,

%T(t):n — AT(#)z = T(t) Az, ¥t > 0.

Integrando de s a t obtemos o resultado.

Com o teorema a seguir obtemos outros importantes resultados acerca dos semigrupos forte-
mente continuos e que nos serao uteis no decorrer deste capitulo. Em sua demonstracao serd
utilizada a nocao de o-algebra de Borel e mensurabilidade. Assim, primeiramente daremos as

seguintes definigoes:

Definicao 19 Dado um conjunto X, uma o-dlgebra sobre X € uma colecio X de subconjuntos de
X tal que:

1. X e () estao contidos em X.
2. Se uma subcolecao {Xn, o € A} estd em X entdo sua uniao também estd em X.
3. Se A€ X entiao A° € X.

A colecao

R ={(a,b) CR; a < b}

€ uma o-dlgebra sobre R e gera a chamada o-dlgebra de Borel.

Definigao 20 Uma fun¢do f: X — R € dita X-mensurdvel se, para todo a € R o conjunto
{reX; f(x)>a}
for um elemento da o-dlgebra X .

Teorema 9 Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo e A seu gerador infinitesimal.

Entao,
1. o operador t — ||T(t)H£(X) é semicontinuo inferiormente e, portanto, mensurdvel.

2. Nm>1D(A™) € denso em X.
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3. se Re\ > B, onde 3 € a constante dada pelo teorema 5, tem-se que A € p(A) e

()\I—A)lx:/ e MT(t)xdt, V.
0

Demonstracgao.

1. Para garantirmos que ¢ — ||T(¢)|| £ x), que denotaremos por N, é semicontinuo inferiormente,
¢ suficiente mostrar que, para cada constante r > 0, o conjunto A, = {t > 0: ||T'(¢)x| > r}
é aberto em [0,00). Seja entdo tg € A, ou seja, ||T(to)r| = suprepy|r(to)z) > - Sendo
assim, existe pelo menos algum x em Bx tal que || T'(¢p)x|. Segue, do teorema 7, que existe
uma vizinhanca V;, de ¢y tal que, para todo ¢t € V4, tem-se ||T(to)z| > r. J4 que r foi
tomado arbitrariamente, provamos que N de fato é semicontinuo inferiormente. Sabendo que
N é mensuravel na o-algebra de Borel se, e somente se, para qualquer a > 0, o conjunto
{t >0:||T(t)x| > a} for aberto em [0, c0), o resultado segue da semicontinuidade inferior de
N.

2. Considere uma fungao ¢ de classe C*°(R) que anula um vizinhanga da origem, i.e., tal que
op(t)=0 Vtel

e de suporte compacto. Fixamos um ponto z € X e definimos a aplicagao

= - T dt.
r= [T
Entao, a igualdade
pTWS = 1) = [ (6= 1) = 6(0) (0t
implica que f € D(A) e, mais ainda, que

Af = — /OOO @' (t)T(t)xdt.

Assim, segue que para todo m > 1 e para toda f € N,,,>1D(A™) obtemos que A™ aplicado a

f relaciona-se com a m-ésima derivada de ¢ a menos de um sinal, i.e.,
A" f(z) = / o™ ()T (t)wdt.
0

Se tomarmos ¢ como sendo uma aproximacao da unidade, ou seja,

| et =1
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e definirmos nossa seqiiéncia f,, como

oo oo s
[ = / né(nt)T(1)adt = / $(5)T(2)zds
0 0 n
para todo n natural, temos que cada f, é um ponto da intersegao
ﬁleD(Am)

e claramente
| fn =zl — 0

quando n — oo. Da arbitrariedade de z € X segue a densidade.

3. Supondo que Re(A) > 3 e que ||T(t)|| < MePt e colocando

Ra(z) = /O T e (),

obtemos que

M
||R)\|| < W-

Fixando z € X e a € RT temos

o T(A) ~ DRy () = By NI

=qa ! [/000 e NPT () pdt — /000 e’\tT(t):cdt] =
— ! [— /0  Ma0p(p)zdt + /0 e - 1)6_’\tT(t)a:] _

— —T + )\R,\(x),

quando a — 0T. Assim, concluimos que R)(x) pertence ao dominio de A, D(A). Mais
ainda, (A — A)Ry(z) = x e AI — A é sobrejetor. Por outro lado, tomando = € D(A), vemos
que ARy (z) = R)(Ax) implica a injetividade de (AI — A), uma vez que

(M — A)Ry\(z)) =z = R\(A[ — A)x.

Com isto, estabelece-se que (Al — A) é uma bijegao do dominio de A sobre X cuja inversa é

limitada, o que implica no resultado desejado.

Definicao 21 Seja {T'(t) :t > 0} um semigrupo fortemente continuo. Se existir uma constante

M tal que |T(t)|| < M, Vt > 0, dizemos que T(t) é um semigrupo uniformemente limitado. Em
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particular, se M = 1, dizemos que T(t) é um semigrupo de contragoes.

3.2.2 Os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips

Como foi discutido nas subsecbes anteriores, todo semigrupo fortemente continuo possui um
gerador infinitesimal. Outra questdo também importante é reconhecer tais geradores. O objetivo
desta subsecdo é apresentar dois resultados cruciais acerca desta caracterizagao. Os Teoremas
de Hille-Yosida e de Lumer-Phillips nos fornecem condi¢Ges necessérias e suficientes para que um

operador gere 10

um semigrupo fortemente continuo, no caso do segundo, um semigrupo fortemente
continuo de contracoes. Tal caracterizagao acerca dos geradores nos serd bastante 1til no estudo de
solucoes do problema de Cauchy abstrato. Antes de apresentarmos estes resultados, discutiremos
alguns conceitos e dois lemas que nos serao 1teis, principalmente na demonstracao do Teorema de
Hille-Yosida.

No caso geral o operador linear A : D(A) C X — X nao é continuo, mas se ele satisfizer
algumas hipéteses - que serao apresentadas no préximo teorema - é possivel encontrar uma seqiiéncia
de operadores em £(X) que converge pontualmente para A. Esta é uma propriedade bastante titil
no sentido em que ela contorna diversos problemas acerca de A, gerados pelo fato de este nao ser

um operador limitado.

Definigao 22 Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X wum operador linear fechado.
A aproximacao de Yosida de A € dada por

Ay = XA — AL para X € p(A).

Vale ressaltar que Ay é um operador linear e limitado em X. De fato, sendo (A\I—A)(AI—A)~! =
I, obtemos
Ay = N2\ — A7t =),

que é a soma de dois operadores em L£(X).

Lema 8 Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X wum operador linear fechado e
densamente definido. Assuma que A € p(A), para todo X > 0 e que

|(A=A)7H <<, ¥A>0.

1
A?
Entdo sao vdlidas as sequintes afirmagdes:
1. limy oo AN — A) "l =2, Vo€ X;
2. limy_yoo Axxr = Az, Vz € X;

3. para cada X\ > 0, a aproximacdo de Yosida Ay gera o semigrupo fortemente continuo edrt,

0Quando dizemos que A gera um semigrupo qualquer T'(t), queremos dizer que A é o gerador infinitesimal de T'(¢).
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Lema 9 Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X o gerador do semigrupo fortemente

continuo T(t) tal que
IT(t)]| < M, vt >o0.

Seja ainda a € R. Entdo se T(t) = T(t)e~*, sio vdlidas as sequintes afirmagées:
1. T(t) € também um semigrupo fortemente continuo e ainda satisfaz

HT(t)H < M=t vt >

2. A=A—al € o gerador infinitesimal de T e D(A) = D(A);

3 p(A)=pA)—aeA—A) =N+a—A).
Teorema 10 [Hille-Yosida] Sejam X wum espago de Banach e A: D(A) C X — X um operador
linear. Entdo, as sequintes afirmacgoes sdo equivalentes:

(i) A é o operador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo T(t) em L(X) tal que

|T(@)| < e, vt>o.

(i) A € fechado, densamente definido, o intervalo (3,00) estd contido no resolvente de A e

1

=47 < 525

VA>3,

onde B € a constante dada pelo teorema 5.

Demonstracao. Para verificarmos que (i) = (i), tomemos x € X e mostremos que existe uma
seqiiéncia em D(A) que converge para z. Considere, para cada t > 0, z; = %fot T(s)ds. Os itens
2 e 1 do teorema 8 nos garantem, respectivamente, que x; € D(A), para cada t > 0, e que z; — =

quando ¢ — 0. De onde segue que D(A) = X. Considere agora uma seqiiéncia x,, em D(A) tal que

Tn e Az, — y. Obtemos do item 3 do mesmo teorema 8 que,
¢
T(t)xy — xpn = / T(s)Axyds.
0

E, portanto, quando n — oo, temos

t
T(t)xr —xz = / T(s)yds,
0
pois T'(s) Az, converge uniformemente para 7'(s)y em cada intervalo limitado. Consequentemente,

. TWx—2 . 1 [
lim —=—— =lim > ; T(s)yds =T(0)y =y,
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novamente pelo item 1 do teorema 8. E entdo, x € D(A) e Az = y. Finalmente, pelo item 3 do
teorema 9, obtemos
X € p(A), YA € (8, 00)

H()\I — A)_le < /OO He’\teﬁtxu dt < %,V/\ > .
0 _

Reciprocamente, suponha que a afirmagao (ii) seja vilida. Tomando o =  no lema 9, con-
cluimos que ¢é suficiente que seja provado o resultado para o caso em que 8 = 0. Queremos entao
encontrar um semigrupo fortemente continuo 7'(t) em £(X) tal que ||T'(¢)|| < 1, para todo ¢t > 0, e
A seja seu gerador infinitesimal.

Considere, para cada A > 0, a aproximacao de Yosida Ay de A. Como vimos no item 3 do

Azt

lema 8, Ay gera o semigrupo fortemente continuo e*** e vale ainda que

e[ o fleta e < tlasa — Al

para todo A > 0 e p > 0. Definiremos entdo, para cada z € D(A), T'(t) = limy_,o e, Verifique-
mos que T'(t) estd bem definido e que, de fato, corresponde a um semigrupo fortemente continuo

de contracoes. Seja x € X, entao, para A > 0 e pu > 0, vale que
HeAAtaf — eA“tH <t|Ayz — Az|| +t||Aux — Azx||.

Além disso, limy, z = Az, para cada x € X. Concluimos assim que et g converge uniformemente
em qualquer intervalo limitado contido no semi-eixo positivo de Ro limite existe e, portanto, T'(¢)
estd bem definido. Sendo ||e!|| < 1, pode-se obter que T'(t) € L(X), pois ||T(t)z| < |||, para
x € X. Como A é um operador densamente definido, existe uma tnica extensao 7'(t) para X com
|IT(t)]] < 1. As propriedades 1 e 2 da defini¢ao de semigrupos sao diretamente verificadas. Veremos
agora que o item 4 também é satisfeito. Sejam entdo x € X e € > 0. Existem assim T € D(A) e t

tais que, |7 — [ < § e [|T(t)T — || < §, se 0 <t < 1. De onde segue que
IT(#)x =zl < Tz =Tz + TOT - 2| + [T - 2| <e

O préximo e tltimo passo é provar que A é o gerador de T'(t). Suponha que o operador
B:D(B) C X — X seja o gerador infinitesimal de 7'(¢). De acordo com o item 3 do teorema 8 e
com o item 2 do lema 8, se x € D(A), entao

t t
Tt)r —x=T(t)xr —T(0)r = lim eMS Ayzds = / T(s)Axds.
0

A—00 0
Segue entao, da definicdo de gerador infinitesimal e do item 3 do teorema 8 que, se z € D(A),
temos que x € D(B) e ainda que Bx = Az. Ou seja, o gerador B é uma extensao de A. Nos resta

provar entao que D(A) C D(B). Por hipdtese, 1 € p(A). Sendo B o gerador infinitesimal de um
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semigrupo T'(t) tal que ||T(¢)|| < 1, vale ainda que 1 € p(B). Pela defini¢ao do conjunto resolvente,
obtemos
X = (I - A)D(A) = (I - B)D(B),

e, portanto,
(I -B)D(A) =X = (I - B)D(B).

De onde segue que, D(B) = (I-B)"'X = (I-B)~'(I—-B)D(A) = D(A) e concluimos o resultado.
[

Observe que, se o semigrupo do teorema anterior for um semigrupo de contragoes, entao 5 = 1,
pois [|T(t)|| < 1 = Me", ¥t > 0. Nestas condicdes, o item (i) pode ser reformulado da seguinte
forma:

(#i") p(A) contém o semi-eixo positivo e, para todo A > 0, tem-se

I =47 <

>| =

O Teorema de Hille-Yosida, na forma como foi enunciado acima, depende da norma em X. Mas
vamos verificar, no préximo lema, que sempre existe uma norma em X, de modo que as condigoes
(i) e (7i) sejam verificadas. O que existe na verdade é uma forma mais geral deste mesmo teorema,

como veremos, que independe da norma.

Lema 10 Sejam X um espag¢o de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear tal que
(0,00) € p(A) ¢
H()\I — A)*”H <MX™", para n=1,2,3,... e VA >0,

onde M > 1 € constante. Entdao existe uma norma |.| em X tal que

o] <o < M |jzf], Vo e X

e ainda que

(M —A) 'z ‘ST Ve e X, YA>0.

Demonstragao. Se p > 0 e |u— \| < p entao
M= A) = (M = pl + (ul = A)7H = (ul = XM (ul — A)~F!
k=0

Afirmamos que a série acima converge, uma vez que

. = AF
= r = 7| < S — 0
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se k — 0o. O mesmo vale, em particular, para 0 < A < g e, como

;! (;i) (AL — A)™' = (1P — A) P!

- R (= NP

B kp(_l) pl(k —p)!

(M — A)~F1

entdo (Al — A)7P=1 =372 %(AI A)~F=1e para 0 < \ < p, vale que

+1 _ -p—1 k! p—A b i P k+1 o —k—1
e I e T o) et - a7l

Definindo [|z[|,, = sup,> [|#" (A — A) 7"z para p > 0, obtemos [|z| < ||z, < M ||z[|. Além disso,
para 0 <A < p, [lz]\ < |[z[|,,, j& que

o0 k _ )\ k‘—p )\ p+1
1 -1 H
- aptafe <35 (5) (“52) 7 (3) el =l
k=p
Uma vez que a aplicacao que leva A a ||z||, é crescente, e limitada superiormente, e, mais ainda,
toma valores no corpo escalar completo, existe supy-g ||z[/,. Seja

|z|x = sup [z,
A>0

Para verificarmos que |z|y é uma norma em X basta notarmos que ||z||, é uma norma e, conse-
quentemente, verificam-se as propriedades desejadas para |z| .
Segue que

lellx < felx < llflx

o que implica na equivaléncia destas normas; mais ainda, se A € (0, 1) temos que

[P (uI — A)PAN — A) || = |[AA = A) 7 P (ul — A) Pz, <
< | (I — A)Pa||, < [P (nl — A)Pa||, < 1X]], < |2x -

Segue imediatamente que
H)\ (M —A)” x” <lz|y

INAL = A) | < o]y

Teorema 11 (Forma Geral do Teorema de Hille-Yosida) Sejam X um espaco de Banach e
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A:D(A) C X — X um operador linear. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) A é o operador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo T(t) em L(X) tal que

|T@t)| < MePt, vt > 0.

(i) A € fechado, densamente definido, o intervalo (3,00) estd contido no resolvente de A e

M
A=A < e YA> B,n=1,23,..

onde 8 € a constante dada pelo teorema 5.

Demonstracao. Da mesma forma como foi feita na demonstracao do teorema 10, podemos supor,
sem perda de generalidade, que 5 = 0. Para verificarmos que (i) = (i7), observamos que, de acordo

com o item 3 do teorema 9, vale que (0,00) C p(A) e

(AT — A)lg = / e MT()zdt, YA > 0. (3.10)
0

Derivando 3.10 p + 1 vezes, em relacao a 3, obtemos

(=1)(=2)...(—p) (AT — A) P 1p = / " MO T (bt

0
Portanto,
M o
| — 4P| < ,/ Mgt |z = AP ||z,
b Jo
para p=0,1,2,- - -. Suponha agora que a afirmagao (ii) seja valida. Como vimos, é suficiente supor
para 3 = 0. Sabemos que existe uma norma |.| em X, que ¢é equivalente a |||/, tal que

o] <o < M|jzf], Vo e X

e ainda que
|z
A )

Concluimos que A gera um semigrupo fortemente continuo 7'(t) tal que |T'(¢)z| < |z|. De onde

|(AL—A)7H < Vz e X, VA>0.

segue que
1T(t)]| < [T(t)x] < [z < M ||

Uma formulacao alternativa ao Teorema de Hille-Yosida, conhecida como Teorema de Lumer-
Phillips, nos fornece uma caracterizacao distinta de geradores de semigrupos fortemente continuos,

desta vez de contracoes, e em termos de operadores dissipativos.

Teorema 12 (Lumer-Phillips) Seja A : D(A) C X — X um operador linear tal que D(A) =
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X. Sao vdlidas as sequintes afirmacgoes:

1. Se A é dissipativo e existe algum Ao > 0 tal que R(A\g — A) = X, entdo A € o gerador de um

semigrupo fortemente continuo de contragcoes em X.

2. Se A € gerador de um semigrupo fortemente continuo de contracoes em X, entdo A ¢ dissi-
pativo e R(A — A) = X, para todo X\ > 0. Além disso, para todo x € D(A), Re (z*, Az) <0,
para todo z* € J(x).

Demonstragao.

1. Uma vez que A é dissipativo, é possivel obter do lema 6 que, para todo A > 0 e todo x € D(A),
IO = A > Alla]| (3.11)
Em particular 3.11 é valido para A = A\g. De onde segue que
(Ao = A)7H[ < Ao,

j4 que, por hipétese, A\gI — A é inversivel em X. Logo o operador linear (Ao —A)~! é limitado
e, portanto, fechado. De onde também obtemos que A é fechado. Podemos entdo aplicar o
teorema 4 e concluir que (0,00) C p(A) e H (A — A)~! H < +. Ficam assim verificadas todas as
hipdteses do Teorema de Hille-Yosida para o operador A. Portanto, A é gerador infinitesimal

de um semigrupo fortemente continuo de contragoes.

2. Sendo A um gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes, obte-
mos, pelo Teorema de Hille-Yosida, que (0,00) C p(A) e que [|[(A] —A)7Y| < +. Tais
afirmacgoes implicam, respectivamente, que R(A — A) = X, para todo A > 0, e que A é dis-
sipativo. Tomemos agora um elemento qualquer  no dominio de A. Segue-se, pela defini¢ao

de operador dissipativo e pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, que
Re (a*,T(t)z) < [z, T(t)a)| < " |1T(t)z] < [l]|*,
para todo z* € J(x). De onde obtemos,
Re (z*,T(t)x — ) = Re («*, T(t)z) — ||lz||* < 0.
Dividindo por ¢ e tomando o limite quando ¢ tende para 0, concluimos que Re (z*, Az) < 0.
A hipétese de A ser densamente definido é importante quando queremos usar alguns resultados

como o de Lumer-Phillips. O préximo teorema nos fornece condigbes acerca de um operador

dissipativo que garantem que ele esteja densamente definido.

Teorema 13 Se A ¢ dissipativo em X, R(Ix — A) = X e X for reflexivo entao D(A) = X.
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Demonstracao. Fixemos um funcional linear definido sobre X, ou seja, um ponto z* € X* tal
que ker(z*) D D(A). Vamos mostrar que ker(z*) = X.

Uma vez que R(Ix —A) = X é suficiente mostrarmos que (z*,x — AX) = 0 para todo z € D(A).
Como (x*,x) = 0 para todo € D(A), e da linearidade de z*, segue que (x*,x — Ax) = (—z*, Az).

Fixemos x em D(A). Pelo teorema anterior, existe um x,, tal que

1
T =Ty — <> Ax,.
n

Como o ponto Az, = n(z, —x) € D(A), temos que z, € D(A?) e Az = Az, — (1) A%z, ou
(IX - (l) A) Az, = Azx.

n
A partir do lema 6 obtemos que

[Azn[[x < [[Az]x -

1 1
n e A n e A
o =l < (3 ) Izl < () Bel

Tn > X,

Assim,

quando n —> oc.
Da reflexividade de X, se necessario passando a uma subseqiiéncia, Ax, converge fracamente

para, digamos, f. Por ser A fechado, segue que Az = f. Assim,
(x*, Axy) = n(z*, xy —x) =0,
a partir da continuidade e da linearidade de z*. Pela mesma razao, fazendo n —> oo temos que

(¥, Az) = 0.

Assim, vemos que z* =0em X e D(A) = X. m
Se retirarmos, do teorema acima, a hipétese de X ser reflexivo, entdo A pode nao ser densamente

definido. Para um exemplo que ilustrar este fato, remetemos o leitor a pagina 29 de [23].
3.2.3 Operadores setoriais e semigrupos analiticos

Semigrupos analiticos constituem uma importante classe dos semigrupos fortemente continuos,
principalmente no que diz respeito a dinamica de sistemas de dimensao infinita. Tal classe de
semigrupos é fundamental, como veremos na ultima secao deste capitulo e ainda no préximo, para
o estudo de sistemas parabdlicos nao-lineares.

Como a definigdo de semigrupo analitico envolve o conceito de funcao analitica, apresentamos

a seguinte
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Definigao 23 Sejam X um espaco de Banach, ) um subconjunto aberto de C e g: Q2 C C — X.

Dizemos que g é uma funcao analitica se existir, para todo z € {0, o limite

onde h — 0 denota o limite, em C, quando h tende a origem, ou seja, pode ser interpretado como
|h| — 0.

O termo analitico vem do fato de que é possivel considerar semigrupos cujo dominio do parametro
t pode ser estendido ao plano complexo. Para que ainda assim suas propriedades sejam preservadas,
é suficiente que o dominio no qual o parametro complexo sera definido seja um semigrupo aditivo,
ou seja, um conjunto com a uma relagao bindria (adicao) que satisfaz a propriedade associativa.

Nao é necessario, portanto, que o semigrupo seja estendido a todo o plano complexo. Como
veremos na definicdo, é suficiente estendé-lo a um setor deste mesmo plano. Apresentaremos entao,
antes de definirmos semigrupos analiticos, algumas notacoes e uma propriedade importante de
alguns setores em C.

Dados 6,0 € (0, ), considere os seguintes setores:
o Ng={z€eC:largz| <0, z+# 0}
Agla) =a+Ag={2z€C:|arg(z —a)| <0, z#a}
Yo ={2z€C:largz| >0, z# 0}

Yola) =a+%X, ={2€C:l|arg(z —a)| >0, 2 # a}

No caso 0 4+ o = 7, vale ainda a relagdo Ay(—a) = —%,(a) ja que
—Y,(a)=—a—-Y,=—a+{-2z€C:largz| >0, 2#£0} = —a+ Ay = ANg(—a). (3.12)

Observamos que acima foi usado o fato de que —X, é a reflexao, em relagao a origem, do setor X, .

Segue abaixo um esbogo de alguns deles.

Defini¢ao 24 Dizemos que um semigrupo fortemente continuo {T(t):t >0} C L(X), onde X €
um espaco de Banach, € um semigrupo analitico se o dominio do parametro t puder ser estendido
a um setor da forma Ag U0, para algum 0 € (0,%) e, além disso, forem satisfeitas as sequintes

afirmacades
1. a extensdo de T(t) é ainda um semigrupo fortemente continuo

2. a aplicagio R : Ag — X dada por R(t) =T (t)x € analitica em Ay, para cada x € X.

E possivel ainda caracterizar os geradores infinitesimais de semigrupos analiticos. Estes sao

conhecidos na literatura como operadores setoriais e a definicdo é dada a seguir.
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Zgia)

Ao

Re

tia(a)

Figura 3.2: Setores ¥y(a) e Ag(a).

Definicao 25 Sejam X um espago de Banach sobre um corpo K e A : D(A) € X — X um
operador linear fechado e densamente definido. Dizemos que A € um operador setorial se existem
constantes o € (0,5), M > 1 e a € R tais que o setor ¥, (a) estd contido no resolvente de A e,

além disso, a desigualdade

M

o= < 5y

(3.13)

é satisfeita, para todo \ € ¥, (a).

Teorema 14 Sejam X Banach e A: D(A) C X — X um operador linear e densamente definido.
Entao Ay, = A+ wl é um operador setorial, para todo w € R, se, e somente se, existem constantes
M > 1,a,b tais que p(Ap) contém o conjunto {\ € C: ReX < a} e |[ANAI — (A+bl))|| < M para
todo A € C com Re) < a.

Provaremos a seguir dois resultados que nos fornecem uma grande variedade de exemplos de
operadores setoriais. O primeiro diz que todo operador linear e limitado em um espago de Banach

é setorial. Considere, por exemplo, o espaco de Banach Iy = {(xn)n em C:>7, |lzi|? < oo},

1
com a norma ||(2n)nlly = (Zfil ]xZ\Q) * e o operador S, : lo —» I»'!, conhecido como operador

deslocamento a direita, dado por

Sr(l'l,l'z,"’,xn,"') - (O,.’El,l‘z,"',SUn,"'),
para qualquer seqiiéncia (x1,xa, -+, Zn, ) € lo. S, é um operador setorial uma vez que ele ¢ linear
e
||ST(':E17'I27 R 27 P )||2 = ||(O,I'1,IE2, oy Tyt )H2 = H($17$27 HR 77 P ')||25 V(iﬂl,.'EQ, oy Tyt ) S l2

1Utilizamos aqui a notacéio S, para o operador de deslocamento & direita em consoancia com a notagio presente
na literatura em inglés, na qual o mesmo operador é chamado Right Shift operator.
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Teorema 15 Se X € um espaco de Banach e A: X — X € um operador linear e limitado, entdo

A € setorial.

Demonstragao. Sendo A um operador linear e limitado, obtemos, pelo teorema 2, que

{AeC: A > [IA]l} Cp(A)

)\I A Z An+1 ’

para cada A € C com |A\| > ||A]|. Em particular, {\ € C: ReA < =2 ||A||} C p(A). Uma vez que
—|A| < Re\ para todo A € C, é possfvel concluir que para A € C com Rel < —2|/A| vale que

< € onde obtemos < ssim sen (O
—[Al < =2 || A]|, de onde obtemos 17l < 1. A d

AT - )] < i; () <> (3) =2

n=0

Aplicando o teorema 14, concluimos que A é um operador setorial em X. m
Segue um resultado que diz que operadores definidos em espacos de Hilbert que sao auto-

adjuntos e limitados inferiormente também sao exemplos de operadores setoriais.

Teorema 16 Sejam H um espa¢o de Hilbert, com o produto interno (-,-) e a norma |||, e o
operador auto-adjunto A : D(A) C H — H. Se A for limitado inferiormente, ou seja, eriste uma

constante m tal que
(Az,x) >m|z|?, Vo e D(A),

entao A é um operador setorial e, além disso, ReX > m para todo X € o(A).

Demonstragao. De acordo com a proposi¢ao 3, A é um operador fechado, uma vez que ele é auto-
adjunto. Além disso, o teorema 3 nos garante o(A) C [m,c0) e, em particular, ¥z (m) C p(A).

Note ainda que, para todo x,y € D(A),

(A=mD)z,y) = (Az,y) — (mz,y) = (z, Ay) — (x,my) = (z,(A —ml)y) (3.14)

(A—mDz,z) = (Az,z) —m (z,z) > m|z|* —m]|z|* = 0. (3.15)

Fixamos A € ¥z (m) e definimos Ay = A — m. Dividiremos entdao em dois casos. No primeiro

consideramos ReA; < 0 e, de 3.14 e 3.15, obtemos

1AL = A)a|® = (] = (A= mI))a|?
= [\l [l2]|* — 2ReA; (A — mI)a,x) + | (A — mI)z|*
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> Ml 2]
Suponhamos agora, como um segundo caso, que 0 < ReA; < [ImA;]| entdo, para = € D(A), temos

I = A)el? = [T~ (4~ mD))a?
= Emn P e+ [(ReM T~ (A~ mD))a
A 2
> [rm P ol 2 P ja?,

uma vez que

(tImAyz, (ReM I — (A—ml))x) + ((ReA I — (A —mlI))x,ilm\ )
= iImA Re\; ||z]|? — iReAiIm); ||z||* — ilmA; (A — mID)z, z) + ilmA; (A — mI)z, z) = 0.

Combinando os resultados acima, obtemos, para qualquer A € Eg(m) e qualquer z € D(A),

A—m
A=ml e

V2

De onde segue que, se A € ¥z(m) e y € H entao x = (Al — A)y € D(A4) e

(AL = A >

V2
A —m|

(AL = Ayl < lyll -

Portanto,

V2

A= A)| <
0T - ) <

YA € Sz (m).

Logo A é um operador setorial em H. m
O préximo resultado, que sera crucial para o estudo do sistema 2.30- 2.32; afirma que o produto

cartesiano de operadores setoriais é também um operador setorial.

Proposicao 4 Sejam A : D(A) C X — X e B: D(B) C Y — Y operadores setoriais nos

espacos de Banach X eY, respectivamente. Entao o operador
Ax B:D(A)x D(B) — X xY,
dado por (A x B)(x,y) = (Az, By) para todo (x,y) € D(A) x D(B), € setorial em X x Y.

Demonstragao. Sendo A e B operadores lineares fechados e densamente definidos, entdo A x B
também tem as mesmas propriedades. Além disso, existem contantes ai, M7 e o1 associadas ao
operador A tais que as condigoes da definicdo 25 sao satisfeitas. Existem ainda constantes as, Mo

e 09 associadas ao operador B de modo que as mesmas condicOes sao satisfeitas, desta vez para o
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operador B. Uma vez que p(A x B) = p(A) N p(B), basta tomarmos

a=minay,as € 0 =maxoi,0o09,
e assim, Y, (a) C p(A x B). Se M = max M, Mo, entao

7= 45 B = [ = A AT = 2)7 1| = ma (O + )07+ 3} <

M
A —al’

para todo A\ € ¥,(a). De onde segue que A x B é um operador setorial. m

Devemos agora provar que um operador como o definido acima, de fato, gera um semigrupo
analitico. O que na verdade se verifica, como veremos no teorema a seguir, é que se um operador
B é setorial, entao — B é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. E possivel ainda provar
que a reciproca é verdadeira, ou seja, se —B gera um semigrupo analitico entdao B é um operador
setorial [22]. Esta equivaléncia é muito importante para a resolu¢ao de problemas de valor inicial -
lineares ou nao -, como veremos nas préoximas secoes.

Antes de apresentarmos o resultado que nos garante parte desta equivaléncia, faremos algumas

observacoes que nos serao tteis para a demonstragao.

1. Seja A um operador setorial, que satisfaz 3.13 para constantes a e M, com A\ em algum setor

Y»(a). Tomando § = m — o, obtemos que

M

-1
|(AT+A)7H| < N tal

YA € As(—a). (3.16)
De fato, sendo o + § = 7, obtemos de 3.12 que

Yo(a) C p(A) <= As(—a) C p(=A).
Entao se A € As(—a), verifica-se que A estd no resolvente de —A e, portanto, é possivel obter
uma limitacdo para (Al + A)~1.

2. Podemos ainda obter

M
lwr+ B < 0 vie o (3.17)

onde B = A—al. De onde segue que, A é um operador setorial se, e somente se, B é setorial.

Observamos aqui que existe uma relagdo entre um semigrupo 7'(t) em L£(X) e o problema de

Cauchy,
%m(t) = Ax(t)

x(0) = xo.



3.2. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES 53

T(t) é, na verdade, solucdao do problema!?

d
ZT(t) = AT (1)

T(0) = Ix.

Entao, em geral, denota-se o semigrupo 7'(¢) como et

Teorema 17 Sejam X um espago de Banach e A: D(A) C X — X um operador setorial. Sejam

ainda M > 1, a € R e o € (0,5) constantes satisfazendo as condigoes da defini¢io 25, para o

operador A. Entdo valem as sequintes afirmacoes
1. —A ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico T(t) :t >0 C L(X), onde

1
T() =55 | M+ A)~teMdn, (3.18)

onde T' = T'(0) representa uma curva de ooe™ para coe® contida no resolvente de —A e

0ec(5,m—0);

2. para qualquer € € (0,0), existe uma constante C = C(e) tal que

C
IT@) <, [[AT@)] < Tk te g (3.19)

3. AT(t), %Et) sao operadores limitados para t € Ag e

dT'(t)x
dt

=-AT(t)z, z € X. (3.20)

Demonstragao. De acordo com as observacoes 1 e 2, podemos supor, sem perda de generalidade,

que a=0e H(/\ + A)~1 H < —r)\”‘, para A € As. Considere a seguinte definigao
1
—tA At -1
= — M+ A7 dA. 3.21
c 271 /pe (AL +4) ( )

A integral estd bem definida em I'y, = I' N {\ : |\ < n|}, pois o integrando é uma funcao de A € T’
no conjunto das fungoes lineares e limitadas em X. Basta entao considerar 3.21 como uma integral
imprépria. Observamos ainda que a integral acima converge absolutamente. Nosso préximo passo
é provar que ela, de fato, satisfaz as propriedades de semigrupo.

O teorema de Cauchy nos garante que

™

1 1
— / M+ A) 7l = / M+ A) 7L,
271 r 2 ’

120 operador T'(t) é, por essa razdo, também conhecido como operador solucio.
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para o caso em que, por exemplo, IV é definido como sendo a curva obtida de uma translacao de
cada ponto A € I' para a direita por uma distancia fixa e positiva. Dados t,s > 0, podemos entao
afirmar que

1
et = _— [ MO+ A)"TdA
2mi Jr

1
e A = i )1 e (ul + A)~Ldp.

Obtemos assim, pelo Teorema de Fubini, que

A s 1 s _ _
e e = o) /F/F/ MRS AT + A) (I + A)~LdAdp.

Sendo A # p, podemos usar a seguinte férmula do resolvente
A+ =+ A = (= NA+ A (u+ A7

que pode ser obtida multiplicando ambos os lados por (A + A)~!(u + A)~!. Entdo,

1
e e = — / / M (1 — N)THN + AT = (uI + A) ) dAdp
(27'I'Z) rJr/
Como a curva I' estd a direita da curva I', obtemos, também pelo Teorema de Cauchy,

/ M(p—A)"rdA =0
r

/ e — Nt = 2mies,

pois u nao pertence ao interior da curva I', enquanto A\ estd no interior de I'. E possivel assim

obter, pelo Teorema de Fubini,

oA A _ 1./€A(t+s)()\I+A)1d)\ _ o (tte)A
r

21

Observamos que, se € € (0,6 — ), entao a integral converge uniformemente em qualquer com-
pacto de A.. Apenas por uma questdao de conveniéncia, provaremos primeiro as afirmagoes 2 e 3 e
em seguida que 3.21 define um semigrupo fortemente continuo.

Se A € I', entao ﬁ pertence ao setor Ag, para t # 0, e portanto, vale que

A

A c _ci
t]

H( I+A)7 < B ST (3.22)
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onde C = C(e) é constante, para cada e. Substituindo A, em 3.21, por ﬁ obtemos

_ 1 du 1 du
tA _ 1 1
— I+A)~"7—=— I+A)7" — 3.23
== (yt| AT T 5 (yty AT (3:23)
onde I' = |t|T e p = argt. Observamos que, mais uma vez, usamos o Teorema de Cauchy quando
afirmamos que a integral nao se altera apds a substituicao de I' por T'.
Obtemos assim, de 3.22 e 3.23, a desigualdade
1 t| |d
He—tA < / eup( I+A H < /’ ;,Lp’ ‘ ’ ’ :U"
2r Jr 2] !t! 2 | [2]
Além disso,
1 du
Ae A = eMPA(-T 4+ A1
T = g oA+
1 7 1dp
=5 (A+ I)—I}( +A)
omi Jrn© { [t] b)) el \t\
1 d 1
- eﬂﬂ“—/eﬂp“(“uA)
2mi Jpo [t 2wy [t [l
1 B _1dp
=—— [P (=T+ A —,
2mi Jpo [t [t [t]
e, portanto,

e < = e o <
21 || |t|

Observamos que as limitagoes obtidas acima sao vélidas para o caso em que |p| < 6 — .

Obtemos de 3.21 que e7*4 ¢ diferencidvel em t e ainda que, para z € D(A),

d _ia —A 1
- A Ly
dt ¢ wtde 2m

_ b / M LT~ A+ A)"L + A + A)71) dA
I

/At{A A+ A7+ AN+ A)7t ) aA

2T

1
=— / eMd\
21 Jr

=0.
Sendo A um operador fechado, obtemos ainda que

—e My = Ae My, Vre X.
dt

Sejam z € D(A) e t € Ag_,, entao

L / ATLMANT 4+ A)"Lzd).
r

21

1
ey —x = ./e” {AM+A4) =X zd) = -
r

21
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Segue assim que,

t—0 27

1
lime 4z — 2 = —— / A YAWNT + A)tazdd = 0.
r

A conclusao é a mesma para o caso em que z € X usando o fato de que He_tAH <C,seteAg_.

Concluimos entao que, de fato, {e*tA} >0 ¢ um semigrupo analitico em Agy_.. Observamos
ainda que o Teorema de Cauchy nos garante_que esta conclusao nao depende da curva I', ou seja,
nao depende de . Resta-nos provar que —A é o gerador infinitesimal de e~*4.

Tomemos entdo = € D(A). Segue pelo Teorema Fundamental do Célculo, que

—tA 0
e —T 1
lim —— = lim - e % Axds = — Aux.
t—0 t t—01 J;

A contém o dominio de

O que, por sua vez, nos leva a concluir que o dominio do gerador B de e~!
A e B|D(A) = —A. E suficiente entfio provarmos que os dominios de A e de B coincidem.
Jé que D(A) C D(B), nos resta provar que D(B) C D(A), onde D(B) é o dominio do operador

B. Defina entao, para cada A > 0,
(o]
Pz = / e MetA gt
0

Como He_tAH < C, a integral estd bem definida pois converge absolutamente, se x € X. Se
provarmos que
(1) D(B) C R(Py) e
(7i) R(Py\) C D(A), onde R(P)) é a imagem de X por V, obteremos o resultado.
Seja x € X. Afirmamos que Pyz € D(A). De fato,

e—sA fooo e~ Mo—tAgp _ fooo e~ Mo—tA gy

e APy — Pya =
S
1 [ 1 [
_ / oM ()AL gy / oM —tA Ly
S Jo S Jo

(2)\8 -1 00 N 1 6/\s s N "
= / e Me pdt — / e Me A pdt,
0 0

s s
e, portanto,

lir% e AP — Pyx = \P\z — 7.
S—>

De onde segue (i7). Obtemos, ainda do limite acima, que
(M — B)P\z = . (3.24)
Além disso, se z € D(B) entdo e~*4 € D(B), para todo t > 0, e

B(PX\z) = B / e Me tMydt = / e Me !4 Badt = Py(Bx).
0 0
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Logo, de 3.24 e da igualdade acima, obtemos
Py(\M — B)z =z,

de onde segue (7). m
3.2.4 Poténcias fracionarias de operadores

Dedicaremos esta subsecao ao estudo das poténcias fraciondrias de operadores setoriais. Veremos
na ultima secao deste capitulo que este estudo desempenhard um papel fundamental na teoria de
existéncia de solucbes para problemas de Cauchy semilineares do tipo parabdlico. Além disso, nos
permitird analisar o comportamento assintético das solugoes de tais problemas.

Uma vez que as definigoes e resultados desta subsecao envolvem o conceito da funcao Gama,

introduziremos inicialmente a seguinte

Definicao 26 Para cada z € C a funcdo Gama em z € definida por

F(z)—/ t*~le~tdt.
0

A fungdo Gama pode ser vista como uma extensao da fungao fatorial, para o plano complexo.

Além disso, I' satisfaz a seguinte propriedade, conhecida como Férmula de Reflexdao de Euler,

™

I'l—2)'(2) = .
( 2)T(=) sinmz
Definigao 27 Suponha que A seja um operador setorial e Re X > 0, para todo A € o(A). Entao,

para qualquer o > 0, definimos

1 > a1 —At
A = / o te=Aldy. (3.25)
L) Jo
O préximo teorema nos fornece uma féormula alternativa a 3.25, mas que pode ser usada como
definicao de poténcia fracionaria para casos mais gerais. Pode ser usada, por exemplo, para o caso

em que operador A nao é setorial. Apesar disso nos restringimos ao contexto da definicao 3.25.

Teorema 18 Seja A um operador setorial em X tal que Re A > 0, para todo A € o(A). Entao,

para o € (0,1),
stnmTo

A0 =

™

/ AN + A) .
0

Demonstracao. De acordo com o teorema 9, para todo z € X, (A+A4)~! = fooo e~ Ale= Mt para

A > 0. Entéo,
/ AN+ A) 7l = / A@ ( / e‘Ate_Atdt> dX
0 0 0

= / e At < / A%”dA) dt
0 0
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o0
:/ e AN (1 — a)dt
0

_ sz’mrozAfa

™

sinTo
—.

uma vez que I'(a)['(1 — o) = *

Seguem abaixo alguns resultados acerca das propriedades das poténcias fracionarias de um

operador setorial A.

Lema 11 Seja A é um operador setorial em X tal que Re X > 0, para todo A\ € o(A). Entao,
A e L(X) e A“AF = A=) para todo a >0 e B > 0.

Demonstragao. Vamos verificar que A~ € £(X) exibindo uma constante C' que limita o operador

A%, De acordo com o teorema 21

Ao = 20T / A+ A) "L
Q0 0
e, portanto,
. 1 . 00
4| < Smm/ /\‘“(A+A)‘1dAH + Smm/ AN+ A)‘ld)\H.
T 0 Q 1

Sejam C e Co constantes positivas tais que H()\I + A)~1 H < Ci,sete0,1],e H)\()\I +A)7! H < (Cs.

A existéncia de tais constantes é garantida pelo teorema 21. Obtemos entao que,

sin ra)

Q)

sinm(1 — «)

Jame) < [l

Cq + Cy <C.

Nosso préximo passo é provar que A=A~ = A=(@+8) se o > 0 e B > 0. De fato,

—aA—B _ 1 [ a—lS,B—l s S
AT = /O /0 " T()T(5)dtd
L [T [T u — )P 71T (u)du

o , O o0 T

:# T [ e uw— )1 u)du
rrE , J, 0w
1 1

= W/O 22711 = 2)P a2 - /OOO w1 (u)du

— A (ath)

|
Lema 12 Se A € um operador setorial em X, entao A~ € injetora, para todo o > 0.

Demonstragao. Se o = 1, a afirmacao é valida. O que implica que A™" é injetora, para todo

inteiro n > 1. Seja z € X tal que A%z = 0, para algum « > 0. Tomando algum inteiro n com
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n > a, temos que A "x = A7"T*A % = 0, de onde obtemos que x = 0. Logo A~ ¢ injetora,
paratodoa>0. =

Estendemos a seguir a definicao 27 para o caso em que a < 0.

Definigao 28 Seja A um operador setorial tal que Re X\ > 0, para todo \ € o(A). Definimos, para
todo o > 0,

A% = (A7), (3.26)
com D(A%) = R(A™%). Se a =0, definimos A* = I.
Teorema 19 Seja A“ como na definicao acima. Entao sdo vdlidas as sequintes afirmagoes:
1. se a >0, A® € um operador fechado;
2. se > >0 entao D(A%) C D(B);

3. D(A%) € denso em X, para todo o > 0;

4. sea e f sio reais entdo A*Px = A%. APz, para todo x € D(AY), onde v = max(c, B, + f3).

Demonstragao.
1. Se a > 0, A“ é invertivel e, portanto, 0 € p(A%). O que implica que A* é fechado.

2. Se o > f3, é possivel obter, aplicando o lema 12, A= = A=8 . A=(@=8) De onde segue que
D(A%) C D(B).

3. De acordo com item 2 do teorema 9, D(A") = X paran = 1,2,3,---. Além disso, pelo item

anterior, temos que D(A™) C D(A%) para o < n. De onde segue a afirmacao 3.

4. Para verificarmos a tultima afirmacdo devemos dividir em dois casos. No primeiro supomos
a>0ef>0,jano segundo consideramos a > 0 e S < 0. Sao os Unicos a ser considerados,

uma vez (ue um terceiro caso seria aquele proposto no lema 12. Verifiquemos entao o primeiro
caso. Se x € D(A*AP) entdo x € D(AP) e APz € D(A®). Logo

y= ANy = Aoy = APy = p = ATPA—Oy = A~(0TD)y,

e, portanto, x € D(AF) e A*tPyx = 3y = A°APz. Da mesma forma, se x € D(AHF) ¢é
possivel concluir que 2 € D(A*AP) e A°TBx = A*APz. O segundo caso também é uma

conseqiiéncia da definicao de A“ e do lema 12.

O teorema a seguir nos fornece uma férmula explicita para A%z, com a € (0,1) e x € D(A) C

D(A%), de maneira semelhante a que obtemos para A~%z no teorema 18.
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Teorema 20 Seja A um operador setorial em X tal que Re A > 0, para todo A € o(A). Entao,
para a € (0,1) e z € D(A%),

sinmTa

A% =

/ ATLANT + A)~tad).

T 0
Demonstracao. Se 0 < a < 1, entao 0 < 1 — o < 1. Obtemos assim, pelo teorema 18,

sinmTo

Aa_lx _
T

/ XYL 4+ A) " Lzd), (3.27)
0

para z € D(A®). Aplicando o operador A de ambos os lados da igualdade acima, temos que

Aoy = 2T / ALAN + A) " Lzd) (3.28)

T 0

Sendo x um elemento de D(A%), entdao A“ 'z € D(A) e, portanto, o primeiro lado da igualdade 3.28
faz sentido. Além disso, o integrando em 3.27 pertence ao dominio de A para todo t > 0 e a tltima
integral estd bem definida, uma vez que A(AI+A)~'zd\ é uniformemente limitado numa vizinhanca
det=0e |[A*TAN + A)'z| < A*2M || Az|, onde M ¢é a constante dada pelo teorema 5. Logo
XLAN + A)~ 1z é integravel em [0,00[. =

Teorema 21 Sejam A um operador setorial em X e « € [0,1]. Entdo existe uma constante C > 0,
que s6 depende de A, tal que
1—
A% < O || Az]| [l

para todo a € [0,1] e z € D(A).
Demonstracao. O resultado segue imediatamente se & = 0 ou « = 1. Suponha entdo «a € (0,1).
De acordo com o teorema anterior

Aoy = 2T / ATTAN 4+ A) "L ad),
0

™

de onde obtemos a seguinte limitagao

4% < sin o

P o'¢)
[/ AL M 4 1) ||x||d>\+/ NT2M || Az dA
0 p

sin T

<
- l—«

(o a—1
p p
o1 +1) (2 ol + £ a1 )

onde p é uma constante positiva qualquer e M é a constante dada pelo teorema 5. Tomando

A
p= HH;ﬁH, obtemos

o] < Sln:a(M+1)< | Az | Az )

-1 -1
lz[* e [l (1 =)
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sinTa

1 T
O +1) (3 + 12 ) I4sl® ol

l1—a

Basta definirmos C' = sup,¢ o1 {Sm:a(M +1) (é + ﬁ)} e entao concluiremos o resultado. m

Teorema 22 Sejam A e B operadores setoriais em X tais que D(A) = D(B) e Re A > 0 para
todo X\ € a(A) U a(B). Se além disso (A — B)A™® € L(X), para algum o € [0,1), entdo APB=F e
BP AP sio limitados em X, para todo 3 € [0,1].

AT+ A <O em (A eC:|r —arg)| > 6},

para 8 € [0, 1], alguma constante positiva C' e § < T. Para os casos f = 0 e § = 1, o resultado

Demonstracao. Pelo teorema anterior,

segue diretamente. Suponhamos entao que 8 € (0,1), entao

sin

g8 _ g8 _ Sn7h /°° AP + B)"Y(A — B)(\ + A)~LdA.
0

™

De onde é possivel obter que B#A~# é limitado.

Uma vez que
I+ AYN + A)"Y(B - A)A™®|A°(M [+ B) ™! = A\ + A7,

obtemos HAO‘(AI + B)_lH = O(|A]*™1), se |A] = co. Substituindo A por B na identidade integral

acima, obtemos que A° B~ também é um operador limitado. m

Definicao 29 Seja A um operador setorial em um espaco de Banach X. Para cada o > 0, define-
S€ 0 espago
X*=D((al +A)%),

para algum a € R, com a norma do grdfico dada por
]l = ll(al + A)],
para cada r € X°.

Afirmamos que X* é um espaco de Banach com a norma ||-||,, uma vez que 0 € o((al + A)%).
Afirmamos ainda que o espaco X nao depende da escolha de a e que valores distintos de a fornecem

normas equivalentes em X <. Tais afirmacoes serao verificadas nos dois proximos resultados.

Teorema 23 Sejam A e B operadores setoriais em X tais que D(A) = D(B) e Re A > 0 para
todo A € o(A)Uo(B). Se além disso

I(A = B)e|| < C||Az||*||l=]'™, vz € D(4),

para algum o € [0,1) e alguma constante C positiva, entdo D(AP) = D(B?), para todo 5 € [0, 1].
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Esta demonstracao nao serd apresentada aqui. O leitor é referido a [33].

Proposicao 5 Sejam A um operador setorial em X, Ay =al + A e Ay = bl + A, para o € [0, 1]
e constantes distintas a e b. Entao D(A{) = D(A$) e as normas geradas por Ay e Aa, como na

definicao 29, sao equivalentes.

Demonstragao. Aplicando o teorema anterior para A; e Ag, concluimos que D(A{) = D(AY),
para « € [0, 1]. Sejam |[|-[|,,, e [|[|,, as normas geradas por A; e A, respectivamente. Ou seja, para
cada x € D(AY) = D(Ag)?, tem-se ||z, = [[ATx|| e [[z[,, = [[ASz[]. Nosso objetivo ¢ mostrar

que existem constantes K; e Ky tais que
Killzlly, < llzlla, < Koz, -
Uma vez que, (A1 — Az)AT = (a — b)AY, podemos aplicar o teorema 23 e concluir que
AT Az < Ki e [[A5A ]| < Ko,
para constantes K7 e K3. De onde segue que,
Ky [ Afz]| < [|Agz]| < Ko [|ATx],

como queriamos demonstrar. m
3.3 Problemas de Cauchy lineares homogéneos e nao homogéneos

Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear densamente definido.
Dado ug € X, o problema de Cauchy linear abstrato para A, com ug como dado inicial, é encontrar

uma solucao do seguinte problema

up = Au(t), Vt>0 (3.29)
u(0) = up.

Mais precisamente, queremos saber em que condigoes o problema acima estd bem-posto. O que
significa dizer, como vimos no capitulo anterior, que o problema tem uma solucao, ela é tnica e
ainda depende continuamente do dado inicial.

A linearidade do problema 3.29 torna os argumentos acerca dos aspectos da sua boa colocacio
um pouco mais simples. Devido a tais facilidades discutiremos inicialmente os casos lineares ho-
mogéneo e ndo homogéneo, e na préxima secio passaremos ao caso semilinear'3, que coincide com
o problema de Cauchy de reagao-difusao apresentado na subsegao 2.1.1.

Antes de iniciarmos essa primeira discussao, precisamos esclarecer o que entendemos por solugao

de 3.29. Apresentamos entao a seguinte

13Como referéncias adicionais aquelas utilizadas aqui e citadas na introducéo, sugerimos [3] e [2]
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Defini¢ao 30 Dizemos que uma funcdo u : [0,00) — R € uma solucdo cldssica de 3.29 se u é

u
continua em [0,00), continuamente diferenciavel, u(t) € D(A) parat >0 e u satisfaz 3.29.

Como ja vimos na sec@o anterior, se A for gerador de um semigrupo fortemente continuo 7'(t),
entdo u(t) = T(t)x é uma solugdo de 3.29, ainda que u, assim definida, ndo seja continuamente
diferencidvel. Sendo assim, se faz necessaria uma outra nogao de solucao do problema de Cauchy

linear abstrato para A.

Definigao 31 Se A ¢é gerador de um semigrupo fortemente continuo T(t), dizemos que a func¢do
u € C((0,00); X) dada por
u(t) =T(t)up, Vt e (0,00),

é uma solucao fraca de 3.29 em RT.

O préximo resultado diz que se a condicao inicial ug pertence ao dominio de A e A gera um
semigrupo fortemente continuo 7'(¢) entao existe uma tunica solugao fraca de 3.29 e ela é também
uma solugao classica. Usaremos na préxima demonstracao e na subsecdo seguinte o conceito de

norma do grafico. Portanto, segue inicialmente a

Definicao 32 Sejam X um espago de Banach e A : D(A) € X — X wm operador linear,
fechado e densamente definido. Dizemos que ||-|| 4 € a norma do grdfico em D(A), onde, para cada
x € D(A),

]l 4 = Nl + [l Az] -

Observamos que, se A for invertivel entdo a norma acima é equivalente a norma ||z||; = ||Az||.

Teorema 24 Seja A um operador linear densamente definido em um espago de Banach X tal que
p(A) € nao vazio. Entao o problema 3.29, com ug € D(A), estd bem posto se, e somente se, A gera

um semigrupo fortemente continuo em X.

Demonstragao. Suponhamos a principio que A gera um semigrupo fortemente continuo 7'(t).
Uma vez que ug € D(A), podemos afirmar, pela definicdo que, a fungao u : [0,00) — X dada por
u(t) = T(t)up é uma solugao de 3.29. Além disso, u € C*([0,00); X) e Im(u) C D(A). Nos resta
entao checar a unicidade de solugao para 3.29. Suponha que a funcao v seja uma outra solucao e

escolha t e s em [0,00) de modo que s < ¢, entao

d

ﬁ[T(t —s)u(s)] =T(t — s)Av(s) — AT (t — s)v(s) = T(t — s)Av(s) — T(t — s)Av(s) = 0.

Logo T'(t — s)v(s) nao depende de s. Tomamos assim, s =0 e s = ¢ a fim de obtermos
T(t—0)v(0) =T(t —t)v(t),

ou seja, v(t) = T(0)v(t) = T(t)up.
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Reciprocamente, supomos que 3.29 estd bem posto e tomamos A\ € p(A). Podemos supor, sem
perda de generalidade, A = 0. De fato, se XA # 0, substituimos A por B = A — Al e assim, uma

funcdo u é solucdo de 3.29 se, e somente se, v(t) = e~ *u(t) é solugao de

vy = Bo(t), Yt >0
v(0) = up.

além disso, 0 € p(B). Sendo entdo A = 0 prosseguimos definindo os seguintes espagos de Banach:

X =CN([0,1];X) com a norma |ully ZtS%%](IIU(t)H + [ (@)]))
€\0,

Y = D(A) com a norma |lv[y, = [[Av].
Consideremos a aplicagao S : Y — X dada por S(v) = u, onde u é a tnica solugao de

up = Au(t), Yt >0
u(0) = v.

Pela linearidade do problema de Cauchy acima e unicidade da solugao, concluimos que S é um
operador linear definido em todo o espaco D(A). Afirmamos que S é um operador fechado. De
fato, considerando uma seqiiéncia (v,) em Y tal que v, — 0 e S(v,) — u, é suficiente provar

que u = S(0) = 0. Sendo A um operador fechado, entao
S(vn)(t) = up(t) — u(t) e Aup(t) = (un)e(t) — ue(t) = u(t) € D(A) e u(t) = Au(t).

Obtemos ainda que u(0) = lim;, o un(0) = 0 e, portanto, u = 0. O Teorema do Gréfico Fechado
nos permite entao concluir que S é um operador limitado. Definimos a aplicacao T'(t) : Y — Y
por T'(t)v = S(v)(t). Sendo S limitado, entao

sup ([[u(®)[| + [lue(@)[]) < [IS]] | Auoll -

te(0,1]

Logo, a familia {T'(¢) : t > 0} é um semigrupo fortemente continuo em D(A), uma vez que ||T'(t)| <
|L| parat € [0,1]. m

Estudaremos agora o caso nao homogéneo. Considere entao o seguinte problema

ur = Au(t) + f(t), Yt >0 (3.30)

u(0) = wo,

onde A é um operador linear fechado e densamente definido em X, up € X e f:[0,7) — X, para
algum T € RT.
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Para o problema de Cauchy abstrato nao homogéneo 3.30 introduziremos também duas nocoes

de solugao e apresentaremos algumas relagoes entre elas.

Definicao 33 Dizemos que uma func¢ao u : [0,T) — X € uma solugao cldssica de 3.30 em [0,T)
se u € continua em [0,T), continuamente diferencidvel em (0,T"), u(t) € D(A) parat € (0,T) e u
satisfaz 3.30 em [0,T).

Definicao 34 Seja A € gerador de um semigrupo fortemente continuo T'(t) e fOT lf ()|l dt < 0.
Dizemos que u € C([0,T]; X) € uma solugao fraca de 3.30 em [0,T], se

u(t) = T(t)up + /OtT(t —s)f(s)ds, Vte[0,T], (3.31)

para cada r € X.

Observamos que se f = 0 a definicao de solucao fraca para 3.30 coincide com aquela correspon-

dente ao caso homogéneo.

Proposigao 6 Sejam A gerador de um semigrupo fortemente continuo e fOT | f(®)|ldt < oo entao,
para cada ug € X, o problema de Cauchy abstrato 3.30 tem no mdzximo uma solug¢io (cldssica).

Além disso, se ezistir uma solugdo (cldssica) entao ela € uma solugdo fraca.

Demonstragao. Suponha a principio que exista uma solugao (classica) de 3.30, mas que nao seja
unica. Denotaremos por v e v duas solugoes e por w a diferenca entre elas, ou seja, w = u — v.

Entao,

wy = Aw(t), Yt >0
w(0) =0,

Uma vez que w = 0 é uma solucdao do problema acima e, pelo teorema 24, se existir uma solucao
entao ela é unica, concluimos que u = v.

Suponha que exista uma solucao classica u de 3.30, mostraremos que ela é dada por 3.31. Seja
T(t) o semigrupo fortemente continuo gerado por A, entdo a funcdo g : [0,00) — X dada por
g(s) =T(t — s)u(s) é diferenciavel e, para 0 < s < t,

dg

T T(t — s)ut(s) — AT(t — s)u(s)

=T(t—s)Au(s) + T(t —s)f(s) — AT(t — s)u(s)
=T(t—s)f(s).

Sendo fOT | f(t)]| dt < oo, entdo T'(t — s)f(s) é integrével e, portanto,

/Ot %ds = /Ot T(t—s)f(s)ds,
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ou seja,
t
u(t) = T(t)ug + / T(t—s)f(s)ds.
0
[ |
Sabemos que se A for gerador de um semigrupo fortemente continuo 7'(t) e fOT | f ()] dt < oo
entao o problema 3.30 tem uma solucao fraca. Estamos interessados agora nos casos em que, além

de existir, tal solucao é também cléssica. Mais precisamente, queremos saber em que condigoes o

problema 3.30 estd bem posto. Este é o contetido do préximo teorema.

Teorema 25 Sejam A um gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em X e uy € D(A).
Entdo 3.30 tem wma tnica solucdo (cldssica) u € C([0,00); X), com u(t) € D(A) para todo

t € (0,00), se f satisfaz pelo menos uma das sequintes afirmagoes:
1. feC([0,00); X), f(t) € D(A) para todo t € (0,T) e Af € C([0,T); X);

2. feCY(0,T); X).

Demonstracgao. Sabemos da proposicao 6 que, se existir uma solucao (classica) de 3.30, entao ela
deve ser tnica e da forma 3.31. Uma vez que A é gerador de um semigrupo fortemente continuo e,

assumindo 1 ou 2, pode-se ainda obter que fOT || f(¢)|l dt < oo para T' € (0, 00), concluimos que

u(t) = T(t)up + /OtT(t —s)f(s)ds, ¥Vt e [0,T],

é de fato uma solugao (fraca). Nosso préximo passo é garantir que v como na definigdo 34 pertence
a C1([0,00); X) e que u(t) € D(A), se t € (0,00).

Prosseguimos definindo a seguinte funcao,
t

v(t) = / T(t—s)f(s)ds.
0

E claro que, u € C*([0,00); X) se, e somente se, v € C1([0,00); X). Além disso, em ambos os casos
obteriamos
u(t) = AT (t)uo + ve(t).

Portanto, se u(0) = uyo,
ug(t) = Au(t) + (1) <= vi(t) = Au(t) + f(t) = AT (t)uo = Av(t) + (1),

ja que Au(t) + f(t) = we(t) = AT (t)up + ve(2).
Suponhamos inicialmente que a afirmagao 1 seja valida. Entao v(t) € D(A) e assim obtemos
que u(t) € D(A), se t > 0. Além disso, v € C1([0,00)) e

w®) =TOFO + [ 570 =)1(:)ds
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= f(t) + /t T(t—s)Af(s)ds
0
— 7() + Av(t),

pois Av(t fO (t—s)Af(s)ds

Se a aﬁrmagao 2 for Vahda, entdo observamos a principio que

b
/ T(t)ydt € D(4) e A / Hydt = T(b)y — T(a)y,

para todo y € X e a,b € R. Uma vez que o lema anterior nao pode ser aplicado diretamente,

escreveremos v da seguinte forma:

o(®) :/OtT(t—s) (f(0)+/s ft(r)dr> ds
:/ T(t—s)f ds+// (t — ) fi(r)dsdr
_ /0 T(r)£(0)dr + /O /0 ) fi(rydrdr,

e entdo, podemos concluir que v(t) € D(A) para todo t > 0. Vale ainda que v € C1([0,00); X) e

Por outro lado,

Av(t) = T(£)£(0) — £(0) + /0 [~ fu(8) + T(t — ) fi(s)] ds =
— T()1(0) — 1(0) — /(1) + £(0) + /0 T(t — 3)fuls)ds

Combinando as identidades acima, obtem-se o resultado desejado. m
Descrevemos a seguir condigoes para que o problema de valor inicial 3.30 tenha uma tUnica
solugao (classica) para todo x € X. Uma das condigoes envolve o conceito de fungao Holder

continua e, portanto, apresentamos inicialmente a seguinte

Definicao 35 Sejam X um espaco de Banach, I = [a,b] C R e f: I — X. Dizemos que f €
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uma funcdo Holder continua se existirem constantes reais K e n, com 0 <n <1, tais que

1f(#) = f)l < K[t —s|", Vs,t el
Exemplo 6 Toda funcao Lipschiziana é Holder continua. Basta tomarmosn =1 e K = Cr;p.

Exemplo 7 Seja f, : I — R dada por
f(z) = ax.

Entao,

oz —ay| < |af|z -yl

e, assim, se tomarmos K = |a| en =1, seque que {fo; 0 € R} € uma familia de fungoes Hélder

continuas.

Teorema 26 Sejam A um operador setorial, f uma fun¢ao Hélder continua em [0,T], para cada
T € (0,0), e ugp € X. Entdo 3.30 tem uma tunica solugcdo (cldssica) v € C([0,00); X) N
C((0,00); X). Além disso, se ug € D(A) entdo u € C1([0,00); X).

Demonstracgao. Seja T'(t) o semigrupo gerado por A. Entao T'(t)(X) € D(A) para t > 0 e ainda,
pela demonstragao do teorema 25, é suficiente provar que v : [0,00) — D(A) e Av € C([0, 00); X)

onde

ot) = [ 7= )5
para t € [0,00). Sejam

n(t) = /O T(t— 8)f(t)ds = /0 T f(t)dr

w@zATWﬂW®—ﬂmm

entdo v = vy + va. Observamos que vi(t) € D(A) e, uma vez que Avi(t) = [T(t) — I]f(1),
Av;y é continua em [0,00). A fim de obtermos as mesmas conclusoes para vy, faremos a seguinte
aproximagao

lim we(t) = va(2),

e—0

onde

o TT -9l f(0lds se bz
‘ 0 se 0<t<e.

De fato w, converge uniformemente em ¢ para v2(t) em qualquer subconjunto limitado de [0, c0).
Obtemos de

AT(t = 8)[f(s) = F(O)] = [AT()IT(t — s — €)[f(s) — f(1)]
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que w,(t) € D(A) e, portanto,

t—e
Awc(t) = ; AT(t — s)[f(s) — f(t)]ds.
Sendo f Holder continua e ||AT(t —s)|| < %, para 0 << t < T e para alguma constante
C = C(T), obtemos

e—0

lim Aw, — /O AT(t — 8)[f(s) — F(£)]ds.

Como A é fechado, va(t) € D(A) e

Avs(t) = / AT (t - 5)([f(s) — f(£)]ds.

Resta-nos provar que Avs € C([0,00); X). E claro que, Awvg é continua em ¢ = 0. Vamos supor

entao que t > 0 e, assim
A’Ug(t) = Jl(t) + JQ(t),

onde Jy(t) = f06 AT (t—s)[f(s) = f(t)]ds, J2(t) = f; AT(t—s)[f(s)— f(t)]ds e 6 € (0,t). Para cada
J fixo, Jy € C(]0,00); X) e || J1(t)]| = O(9), em cada intervalo da forma [0, 7. Logo, Avs é continua

em [0,00). ®m
3.4 O problema de Cauchy semilinear

O principal objetivo desta secao é apresentar alguns resultados acerca da existéncia, unicidade e
regularidade de solugoes do problema de Cauchy semilinear, com o intuito de, no proximo capitulo,
discutirmos estes mesmos aspectos mas do particular caso 2.30- 2.32.

Considere entao um espaco de Banach X e um operador setorial A : D(A) C X — X. Pode-se
entdo definir as poténcias fraciondrias de A1 = A+al e ainda os espagos X = D(A{) com a norma
do gréfico ||z||, = ||AT||, para o > 0 e a > 0. Seja ainda uma funcao f : U C (R x X%) — X,
para algum « € [0, 1), continua. Queremos estudar a boa colocacao do seguinte problema de valor

inicial

up = —Au(t) + f(t,u), YO<t <ty (3.32)
u(0) = up,

onde ug € X“. O sinal negativo indica apenas que queremos resolver o problema de Cauchy abstrato
para o caso parabdlico, uma vez que o sinal contorna alguns problemas de notacgao relacionados ao
uso das poténcias fracionarias de A.14

Como no caso linear, vamos inicialmente discutir os conceitos de solugoes classica e fraca, desta

vez para o problema 3.32. Inicialmente apresentamos a seguinte

140 mesmo nao ocorre no caso semilinear hiperbélico, uma vez que este tipo de problema néo tem como condicéo
que o operador A seja setorial e, portanto, nao faz sentido falar em poténcias fracionarias, jd que estas nao estariam
definidas.
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Definicao 36 Sejam U um subconjunto aberto de RT x X% e f : U — X. Dizemos que f €

Holder continua em t e Lipschitziana em u se existirem contantes K en, com 0 <n <1, tais que

1f (tr,un) = ft2, ua) | < K ([t — ta|" + [lus — uall,) s
para quaisquer (t1,u1) e (t2,us) em U.

Definicao 37 Sejam A um operador setorial e f: U C R x X* — X. Dizemos que uma fungdo

continua u : [tg,t1) — X € uma solugdo fraca de 3.32 se u for solug¢do da segquinte equagdo integral

u(t) = e AE0)y, + /t e A03) £ (s, u(s))ds. (3.33)

to

A equagao 3.33 é conhecida como Férmula da Variagdo das Constantes.

Definicao 38 Se A € um operador setorial e f : U C R x X — X localmente Hélder continua
em t, entao uma solugdo (cldssica) do problema de valor inicial 3.32 € uma fun¢do continua u :
[to, t1) — X tal que u(ty) = ug e em (to,t1) vale que (t,u(t)) € U, u(t) € D(A), u € diferencidvel,
ftto (t — )~ || f(t,u(t))|| dt — oo, quando t — t{, e u ainda satisfaz a equagdo diferencial em 3.32.

O préximo resultado mostra que no caso semilinear o conceito de solugao fraca nao se faz

necessario, uma vez que verificaremos que as definicoes acima sdao equivalentes'®.

Lema 13 Suponha que A : D(A) C X — X seja um operador setorial e f uma fungdo localmente

Holder continua em t e localmente Lipschitziana em w. Entdo as segquintes afirmacdes sao vdlidas:
1. se u € uma solugdo cldssica de 3.32 em (to,t1) entao u € uma solugdo fraca.

2. seu : [to,t1) — X é uma fungao continua tal que (t,u(t)) € U, para todo t € [to,t1],
Jot=s)" || f(t,ult))|| dt — oo quando t — 1] e

t
u(t) = e Att0)y, +/ e~ A=) f (s, u(s))ds,

to

entdo u € uma solucdao cldssica de 3.52.

Demonstracgao.

1. De maneira analoga ao que foi feito em argumentos anteriores, denotaremos por 7T'(t) o semi-
grupo gerado por A e por g a fungao dada por g(s) = T'(t — s)u(s), onde u é solugao classica
de 3.32. Também neste caso concluiremos que g é diferenciavel, para 0 < s < t, tem-se

% =Tt — s)f(s,u(s)). Uma vez que, pela definicao de solugao classica, deve valer que

150s conceitos de solucio fraca e cldssica somente coincidem para o caso semilinear parabdlico. E possivel verificar
que 0 mesmo ndo ocorre para o caso semilinear hiperbdlico [35] e [7].
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ftto(t —8)7||f(t,u(t))||dt — oo quando t — t§, pode-se concluir que T'(t — s)f(s,u(s)) é

integravel. Segue entao que

/ = /t:T@ —3)f(s.u(s))

ou seja, u € uma solucao fraca de 3.32.

2. Sendo u uma solu¢ao da equagao integral 3.33, entdao u € C((to,t1); X*). Nos resta ape-
nas provar que ¢(t) = f(t,u(t)) é localmente Holder continua e que (t,u(t)) € U, para
todo t € (tp,t1). Veremos inicialmente que u é localmente Holder continua. Seja B =
suppy, 4] I1f (¢ u(®)| < B. E claro que B < oo, j4 que [tg,t1] é compacto e u é continua.

Entao, para tg <t <t+ h < t1, vale que

ult + h) — u(t) = (e 4") — I~ A0y (1) + / A £, ofs))ds]

to

t+h
—i—/ e~ AEh=3) £ (5 u(s))ds.
¢

De onde obtemos que, se 0 < d < 1 — a,

t
lult +h) —u(®)ll, < Mh(t —t0)° |ulto)ll, + | Mh(t—s)~*°Bds
t
t+h 0
+ M(t+h—s)"*Bds
t

= O(h(t — )",

onde M é a constante dada pelo teorema 5. Como u é dada por ?7e concluimos ainda que u

é localmente Holder continua, entao g(t) é continua e ainda satisfaz
lg(t+h) —g(@)|| < K(t —to)"R",
para constantes K e 7. Logo, u satisfaz 3.32 e, portanto, é uma solugao cléassica.
Vimos entao que, se existir uma solucao (classica) de 3.32 entao ela é dada por 3.33. O que nos

interessa agora é saber em que condigoes o problema de valor inicial semilinear de fato tem uma

solugao. Tais condicoes sao apresentadas no teorema abaixo.

Teorema 27 Suponha que A seja um operador setorial e, para algum « € [0,1), f: U — X,

onde U € um aberto em R x X% seja uma fungao localmente Holder continua em t e localmente
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Lipschitziana em u. Entdo, dado qualquer (to,ug) € U, existe T = 7(tp), tal que 3.32 tem uma

unica solugdo u em (to,T).

Demonstragao. Pelo lema anterior, é suficiente provarmos o resultado para a equagao diferen-

cial 3.33. Mais precisamente, basta verificar a existéncia de uma solucao da equagao dada pela

férmula da variagdo das constantes, uma vez que sabemos que se solugao existe entao ela é unica.

Fixando entao (to,ug) € U e escolhendo constantes § > 0 e t > tg de modo que o conjunto

V={(tz):te [t |lu—ull, <6} CU

satisfaca

1f (8 ur) = f(E, uz)

| < lur —uzl,,

para (t,u1), (t,uz) € V. Sejam ainda B = maxp 7 e T € (0,t], de modo que

)
(e — Dug|l < 2 Vh € [0, 7]

[0}

| s

M(B + Lé)/ 27 %" dz <
0

onde M é tal que H(Af‘e*AtH < Mt=“e™ para t > 0.

Considere o espaco de Banach Y = C([to, 7]; X%) com a norma

lylly = sup [ly(®)|l, -

[tO 7T]

Para cada y € Y, definimos G(y) : [to, 7] — X por

GU)(H) =g+ [ A=) £(5, y(s))ds.

to

Considere agora o seguinte subconjunto fechado, nao vazio e limitado de Y,

S={yeY:ylt) - ul, <.

Uma vez que S é um subconjunto fechado do espago de Banach Y, S é também um espaco de

Banach. Afirmamos que G(S) C S. De fato,

IGWE) = uolly < |(e74¢) — Dug

<

[\CRS)

+ M(B + L9) / (t — s)"@ealt=s)ds

to

IN
>,

e G(y) € C([to, 7]; X*).

t
+ / | Ageat-
a to

(B+ Lé)ds
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Além disso, se y1, y2 € S entao

t
A?G_A(t_s)

G0 - Gl < [

to

t .
< ML/ (t— s)_aea(t_s)dSHyl —yelly,
t

0

1f(s:91(5)) = f(s,92(s)) | ds

de onde obtemos )
1G(y1) — G(y2)lly < 5llvr —v2lly s Vy1, 92 € S.

Provamos entao que G é uma contragao no espacgo de Banach S e, portanto, pelo Teorema da
Contracdo ', G tem um tinico ponto fixo u em S. Entdo u satisfaz a equacdo integral ?? e, que
estd bem definida. De fato, sendo u continua e f Hélder continua, t — f(¢,u(t)) é continua em
[to, T] e, portanto, limitada nesse intervalo. m

Vimos acima que, impondo algumas condigdes acerca da fungao f, é possivel obter (localmente)
uma solu¢do tnica continuamente diferencidvel do problema de valor inicial ( 3.32). O que o
corolario a seguir nos mostra é que, além disso, a derivada u; da solucao é localmente Holder

continua em (tg,t1).

Corolario 3 Se o operador A e a funcao f satisfazem as mesmas condicoes impostas pelo teorema
anterior e, além disso, f for Hélder continua em U com expoentes n, entdo u; € localmente Holder
continua em [tg,t1) com expoente ¥ = min(n, B), para qualquer 5 € (0,1 — ), onde u € a solugdo
de 3.32 em [to, t1].

A demonstragao desta afirmagao pode ser encontrada a pagina 199 de [35].

Obtemos a seguir um resultado acerca da extensao da solugoes de 3.32 e ainda da existéncia
de intervalos maximais. Tal resultado, como veremos, sera essencial no estudo do comportamento
assintotico de solucgoes de 3.32 uma vez que nos permitird obter a existéncia global de solugoes.
Antes apresentaremos um fato que nos sera til na demonstragao deste dltimo resultado.

Considere duas constantes nao-negativas a e b e suponha que u(t) seja tal que

0 < u(t) Sa—f—b/otu(s)ds

para todo 0 < ¢ < T'. Entao,
u(t) < ae”

para todo ¢t € [0,7"). Este resultado é uma formulacao elementar da conhecida desigualdade de

Gronwalll®,

160 Teorema da Contracdo é também conhecido na literatura como Teorema do Ponto Fixo de Banach. Uma
referéncia bastante 1til a este respeito é [26].
17Observe que nos resultados e defini¢bes até aqui a funcéo f era apenas localmente Holder continua.
18
Ver [26].
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Lema 14 Seja g : [0,T] x [0,T] — R, para algum T > 0, tal que g(t,s) > 0 e g é continua se

s < t. Se existirem contantes positivas a, b e a tais que
S
g(t,s) < a-+ b/ (t — 1) g(r,8)dr, Vs <t, (3.34)
t

entdo existe uma constante C tal que g(t,s) < C para todo (t,s) € [0,T] x [0,T] com s < t.

Demonstragao. Usaremos na demonstracao a seguinte identidade

at+p-1 D@L (B)

Mot p) (3.35)

/ (t—7) Y r—s)"tdr = (t — s)

t

onde o, > 0 e I'(+) é a funcao dada pela defini¢ao 26.
Iterando 3.34 (n — 1) vezes usando a identidade 3.35 e o fato de que t — s < T" obtemos

=N ()" [ L
(t,s) <a — ] + == (t—=7)"""g(7,s)dT.
! ;<a> rwwl !

Escolhemos entdo n suficientemente grande, de modo que na > 1 e (t — 7)"*~! < T~ Assim

obtemos .
gwgs@+@/ghﬁm
S

onde c; e ¢y sao contantes positivas. Portanto, pela desigualdade de Gronwall, obtemos
g(t,s) < c1e2(t9) < ¢ 2T < C,

para alguma constante C. Uma vez que as contantes c¢; e co nao dependem de s, concluimos o

resultado. m

Teorema 28 Suponha que A e f satisfazem as hipdteses do teorema 27. Assuma também que,
para todo subconjunto fechado B de U, a imagem f(B) € limitada em X. Seja u uma solugdo de
3.82 em (to,t1) e suponha ainda que t1 € maximal, ou seja, que ndo existe uma solug¢dao de 3.32
em (to,t) set >t1. Sety < oo entao (t,u(t)) — OU set — 1;.

Demonstragao. Suponhamos que (¢,u(t)) ndo converge para OU. Entao existe uma vizinhanca
N de 90U tal que (t,u(t)) ¢ N para todo t € [t2,11), para algum ¢y < t;. Podemos supor que N
é forma U \ B para algum subconjunto fechado e limitado B de U. E assim, (t,u(t)) € B para
t € [ta, t).

Se provarmos que existe u; € B tal que u(t) — u; em X, se t — 1], entdo t; nao seria
maximal, uma vez que poderiamos aplicar o teorema 27 e concluir que existe uma solucao da

equacao em 3.32 com u(t;) = uy.
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Observe ainda que, se to <t < t < t1, entao

_ t
u(t) o u(g) _ [e—A(t—t) o I]u(g) +/ e—A(t—s)f(s,u(s))ds’
t

e portanto,
Juttru@ll, < Cst =0 fu@l|, + Ca [ (= 5)7"s
< Cy(t—1)f

onde 3 € (a,1) e C1, Cs, C5 sao constantes. Se provarmos que [lu(t)[| 5 ¢ limitado concluiremos que
existe o limite limy_yy, u(t) em X

Sejam (8 € (a, 1) e t € [ta, t1], entdo, uma vez que f(B) é limitado, obtemos

llu(to)|| / HAﬁ —A(t—s)

< 0 [t t0) O Jataol, + / (t-s)as].

0

HAﬁ e~ Alt=to) 1/ (s, u(s))ll ds

lu(®)lg <

onde C' é uma constante. Logo a demonstragao estd completa. m

Corolario 4 Sejam A um operador setorial e f : U = [tg,00) X X* — X localmente Hélder
continua em t e localmente Lipschitziana em x para (t,x) € U. Se existe uma fun¢do continua

nao-decrescente K : [tg,00) — R tal que
1f @)l < K@)+ [lully), para todo (t,u) € U, (3.36)

entdo, para todo ug € X<, a unica solugdo de 3.32 existe para todo t > tg.

Demonstragao. De acordo com o teorema anterior, é suficiente provar que existe o limite u; =
hmt—>t1_
que foi feito na demonstracao anterior, basta ver que ||u(t)||,, permanece limitada se t — t;.

u(t), de modo que (t1,u1) € B e entdo concluiremos que t; = co. De maneira andloga ao

Uma vez que
t

A%u(t) = AYT(t — to)uo + / AT (t — s)f(s,u(s))ds

to

e K(t) é nao decrescente, é possivel obter

o K(t)t ! o
lu®lla < MlA%0]| + ———+ K(t1) | (=57 [[u(s)lqds,
to
onde T'(t) é o semigrupo gerado por A e M ¢ a constante dada pelo teorema 5. Portanto, aplicando
o lema 14 concluimos que ||u(t)||, é limitada em [to, 1), de onde segue o resultado. m
O préximo resultado é uma alternativa ao coroldrio anterior, uma vez que ele também fornece

condicoes para que o mesmo problema de Cauchy tenha solucao global. Para a demonstracao,
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remetemos o leitor a [23].

Teorema 29 Sejam X um espag¢o de Banach e f : [0,00) x X — X wuma fun¢ao continua em
t para t > 0 e localmente lipschiztiana na sequnda varidvel. Se A for um operador setorial em X
entao, para cada uy € X, existe um tyae < 00 tal que o problema de valor inicial 3.32 tem uma

inica solu¢iao u em [0, tpmaz). Além disso, se ey < 00 entdo limy_yy,, . ||u(t)]| = co.



Capitulo 4

Sistemas de reacao-difusao: aplicacoes de semigrupos,

comparacao e ondas viajantes

O foco deste capitulo é discutir aspectos do modelo de reagao-difusao que foi introduzido ante-
riormente, uma vez que todos os elementos necessarios para tal discussao ja nos foram apresentados
no capitulo anterior. O primeiro passo serd o estabelecimento de um teorema de existéncia e unici-
dade no contexto do modelo 2.30 e a aplicagcao deste mesmo teorema a um particular modelo, que
é um caso especial de uma classe de equacoes conhecida como A\ — w. Passaremos em seguida a
uma discussao acerca de uma outra particular formulagao, conhecida como modelo de Rosenzweig-
MacArthur, no contexto do qual aplicaremos um teorema comparacao afim de concluirmos a ex-
isténcia e unicidade e, mais ainda, discutiremos a nogao de bifurcagao sob a perspectiva do teorema
devido a Hopf com a finalidade de concluirmos a existéncia de solucoes do tipo ondas viajantes

para este particular modelo.
4.1 Existéncia e unicidade para o modelo envolvendo populagoes ciclicas

Intimeros estudos tém se preocupado com aspectos envolvendo a densidade de populagoes com

L Isto se deve ao fato de que tais populacdes apresentam um particular tipo

ciclos pluri-anuais
de distribuicao que é nao uniforme e na qual a densidade varia periodicamente em uma direcao
espacial e também no tempo, de modo que quando combinadas, aparentam uma onda. Dado entao
um modelo envolvendo a densidade de tais populacdes, é natural esperar que a solugao seja do
tipo ondas viajantes. Portanto, nosso objetivo serd considerar um sistema que envolve a densidade
de duas espécies que interagem, impor condigoes acerca das varidveis do modelo de modo que ele
possua uma Unica solucao e entao veremos, na secao seguinte, que tal solucdo deve ser do tipo
ondas viajantes.

Sejam u : [0,00) xR? — Re v : [0,00) x R? — R as densidades de duas espécies que interagem
de alguma maneira, entao um sistema de reacao-difusao simples que modela este tipo de situacao

é dado por

ur = D1Au+ fi(u,v) (4.1)
vy = Do Av + fo(u,v),

Ver [16]
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onde Dy, Dy sdo constantes, t denota tempo e A indica o laplaciano em relacdo as coordenadas
espaciais, ou seja, A = 68—52 + 88722. Veremos ainda, na secao 4.2, que, a fim de que tal sistema
apresente solucoes de ondas viajantes periddicas, deve-se assumir que, dado um espaco de funcoes
W arbitrario a principio e um subconjunto U € W x W, as dindmicas locais de f1 : U — W e

fo: U — W sao tais que as equagoes espacialmente uniformes
uy = fi(u,v) e vy = fa(u,v) (4.2)

possuam solucoes peridédicas estdveis que correpondam, na verdade, a existéncia de ciclo limite e
que oscilem ao redor de um equilibrio estdvel?. Adicionamos ao sistema 4.1 as seguintes condicoes

iniciais

u(0) = ug (4.3)
v(0) = vo,

onde ug e vy sdo funcdes a principio arbitrarias definidas em R2.

Podemos assumir, apenas por uma questao de conveniéncia que D; = Dy = 1 até obtermos
o resultado de existéncia e unicidade para 4.1- 4.3, que por sua vez sera valido para quaisquer
constantes D7 e Dy. Uma vez que nosso objetivo é aplicar os resultados obtidos no capitulo

anterior, devemos escrever o sistema 4.1- 4.3 da seguinte forma

{ z=—Az+ f(2), Vt>0 (4.4)

2(0) = 2o,

onde A deve ser um operador linear fechado e densamente definido em um espago de Banach X e
f localmente lipschitziana em z.

Consideremos entdo o espaco de Banach Y = Ly(R?%;R) = Lo(R?) e o operador By : D(Bg) C
Y — Y dado por Bou = —Au, onde D(By) = C(R?) é formado pelo conjunto das funcoes
definidas em R tomando valores em R que sao infinitamente continuamente diferencidveis com
suporte compacto.

Veremos que By é um operador fechdvel e definiremos B : D(B) € Y — Y como sendo seu
fecho em Ly(R?), ou seja, B serd o operador linear cujo grafico {(u, Bu);u € D(B)} é o fecho em
La(R?) x Ly(R?) do grafico de By. Assim definido, B serd um operador linear fechado e densamente
definido.

Apresentaremos a seguir um resultado que afirma que By é de fato um operador fechdvel em
L2(R?). Mais ainda, obteremos o espaco D(B) onde o fecho de By estara definido. Uma vez que a
demonstragao envolve uma estimativa, conhecida como desigualdade do tipo Calderén-Zygmund,

segue a principio um teorema com este contetido e, cuja prova pode ser encontrada em [22].

2Tal propriedade deve ser verificada neste contexto pelo fato de esta ser umas das condicdes necessarias para que
a existéncia de ondas viajantes periddicas seja garantida, como veremos na préxima segao.
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Teorema 30 Seja Q C R™ um conjunto ndo vazio e limitado com fronteira 02 de classe C?.

Entao, eriste uma constante C > 0 tal que

el ey < € (18wl g2y + llull 2 ()
para toda funcio u € H*(Q) N HE(Q).

Lema 15 O operador laplaciano A : C°(R™) — Lo(R™) € fechdvel em Lo(R™). Além disso, o
dominio do fecho de A em La(R™), que denotaremos por Ap, coincide com o espaco H?(R™), ou

seja, D(Ap) = H*(R™).

Demonstracao. Seja G(A) o gréfico de A : C°(R"™) — La(R™) em Lo (R™) x Lo(R™). Queremos
verificar que o fecho de G(A) coincide com o grafico de um operador que é uma extensao de A e,
ainda, descrever o dominio de tal operador.

Veremos a principio que a seguinte desigualdade, do tipo Calderéon-Zygmund, se verifica

1 n
Nipwrrey ull gz R™) < Jullymny + 1AU[[ Ly @ey < VR Tl g2gn) (4.5)

para todo u € C°(R"™). De fato, observamos que

" || 6%u
el gagany + 180l ey < Dol + 3 |55
i=1 i 11 Lo (R™)
n+1 2 "L || 02w ||?
< -T- ; ot
= e\ e 2 5

< Vi F T [ull oo

Para provarmos a primeira desigualdade em 4.5 observamos inicialmente que a transformada de
Fourier F é um isomorfismo em Ly(R"™) e, portanto, uma isometria nesse mesmo espago. Notemos

ainda que
S 2ulg)

S ar = GG Ful€) e FII = Aul(§) = (1+ ) Ful),
T;0Tk

para j,k € {1,2,---,n} e u € C(R"). De onde obtemos as seguintes desigualdades, para toda
fungao u € C°(R"™),

9%u

0%u B
L, N Ox 0z,

Oxj0xy,

= ||_£j£k]:uHL2(Rn)
Lo

<|avietr, . = 1710 - Al
= [|(I = A)ull 1, @n
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ou

Ou Ou
8xj

8$]’

=

= Hifj]:u”y(ﬂgn)

L2(R") B L2(R")

<|arietr, . =110 - Al
= [I(1 = A)ull,mn) -

Finalmente, é possivel verificar que

oy < Il ey + 7T = Yl gy + 02 (T = A)ul,
2
< [l my + (0 22) (Nl gy + 1Al )

2
< (141407 (JJull gy oy + 1800 1))

de onde segue a estimativa 4.5.

Considere uma seqiiéncia {unm, },,cy em Ce°(R™) tal que
Um — 0 e Auy, —> v, se m— 00,

em Lz(R™). O primeira desigualdade em 4.5 nos permite concluir que {um, },,cy ¢ de Cauchy em
H?(R™), que é um espaco completo com a norma [/l g2 (- Portanto, existe u € H?(R") C Ly(R™)

tal que u,, — u na norma de H?(R"). Uma vez que
0 < |lum — ullpy@ny < llum — ullg2gny, Vm €N,
a seqiiéncia {um },,cy converge para u em Ly(R™). De onde obtemos

u=0 e Uy, — u, quando m — o0,

na norma de H?(R™).
Por outro lado, é possivel obter, a partir das conclusoes acima e da segunda desigualdade em 4.5,
que

Au,, — 0, quando m — oo,

na norma de La(R™). Portanto, v = 0 e assim, segue da proposigao 1 que A : C°(R") — Lo(R"™)
é um operador fechavel em Lo(R™).

Denotaremos por Ap o fecho de A em Ly(R™). Nosso préximo passo é encontrar o dominio de
Ap, D(Ap). Considere entao um elemento (u,v) € G(A), onde G(A) denota o fecho de G(A) em
Lo(R™) x Lo(R™). Para algum (uy,, Au,,) € G(A) deve-se ter

Uy —> U € AUy, —> v, quando m — 00,
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na norma de Lo(R™). Mais uma vez, a primeira desigualdade em 4.5 implica que {uy, },,c ¢ uma
seqiiéncia de Cauchy em H?(R") e, portanto, deve convergir para um ponto desse mesmo espaco.
De onde obtemos que u € H2(R™), o que mostra que D(Ap) C H?(R"). Para justificar a inclusdo

contraria, consideramos um elemento u € H?(R™) e uma seqiiéncia {up, },,cy em C°(R™) tais que
Uy — U, quando m — 0o,

na norma de H2(R"). A segunda desigualdade em 4.5 nos garante que {Aup },,cn € uma seqiiéncia

de Cauchy em Lo(R™) e, portanto, deve existir v € La(R™) tal que
Auy, — v, quando m — 00,
na norma de Ly(R™). Obtemos com isso,

(U, At) — (u,v), quando m — oo,

na norma de La(R™) x La(R™), o que implica que (u,v) € G(A), ou seja, u € D(Ap).

Reunindo os argumentos acima, concluimos que H?(R") é o dominio do fecho de

A : C%(R™) — Ly(R™).

Definimos entdo A como sendo o operador diagonal

mas, por uma questao de conveniéncia, iremos considerar A como um operador da seguinte forma
A:D(A)C X — X onde A= BxB,onde X =Y xY. Mais precisamente, A : D(A) € Y XY —
Y XY é o operador dado por A(u,v) = (Bu, Bv) paratodo (u,v) € D(A) = D(B)xD(B). Portanto,
A é um operador linear fechado e densamente definido no espaco de Banach® Lo(R?) x Lo(R?).

Nosso préximo passo serd provar que o operador linear A, como foi definido acima, é um
operador setorial. Caso esta afirmacao se verifique, estarao bem definidas as poténcias fracionarias
do operador A; = A + I e poderemos entao encontrar o espago X = D(A{) que, como veremos,
ird coincidir com um particular espaco de poténcias de Bessel. Se, além disso, f for uma funcao
definida em um aberto U € X“ x X, para algum « € [0, 1), tomando valores em X, poderemos
entao aplicar alguns resultados da subsecao 3.4 e concluirmos aspectos das solucoes do modelo de
reacao-difusao 4.4 e, como consequéncia, do sistema 4.1- 4.3.

Veremos agora que o operador A é de fato um operador setorial. De acordo com a proposicao 4

3Estamos considerando o produto cartesiano destes dois espacos com a topologia induzida pelo produto, o que
preserva a nocao de completude, ou seja, Y x Y é também um espago de Banach.
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é suficiente provarmos que B = —A ¢é setorial em La(R). Como vimos B é o operador
—A: HY(R?) — Ly(R?).

O préximo resultado mostra que I + B é um operador setorial?, de onde é possivel obter que B é

também um operador setorial, uma vez que p(I + B) = p(B).
Lema 16 O operador I — A : H?*(R") C Ly(R™) — Lo(R™) € setorial.

Demonstragao. Sendo L2(R™) um espago de Hilbert, é suficiente provarmos, de acordo com o

teorema 16, que I — A é auto-adjunto e que existe uma constante C' tal que
2
(I = A)uvu>L2(R”) =>C HUHLQ(R”) , Vue H*R"). (4.6)

Veremos inicialmente que I — A é simétrico e satisfaz 4.6. Considere entdo duas fungoes u,v €
C°(R™). Escolhendo r > 0 de modo que u(x) = v(x) = 0 para todo = ¢ B(0,r), obtemos,

integrando por partes duas vezes,

/ [~ Aufofa)de = / uw)ola)de /B o, e

_ / w(@)o(@)dz — / w(z)Bo@)de = / (@) [T = Ayo(@)]da,
n B(0,r) R"
ou seja,
(I = A)u,v) p,mny = (U, (L = A)0)p, gny, Vu,v € C%(R™). (4.7)
Ainda integrando por partes, obtemos

| 0= apueuids = [ juta)ae— [ . D)

:/ |u(x)]2dx+/ |Vu(ﬂs)]2da:2/ lu(x)|? da,
n B(0,r) R

onde V = <— ,%). De onde segue que
(I = A)yu,u) gy my > |[ull7, @ny > Yu € CZ(R™). (4.8)

Sendo C2°(R™) um subespago denso em Ly(R™), concluimos, das afirmagoes 4.7 e 4.8 que I — A é
de fato um operador simétrico que satisfaz 4.6, com constante C' = 1.
Nosso préximo passo é provar que a imagem de I — A, R(I — A), coincide com o espago La(R™),

uma vez que o lema 5 nos garante que tal condicdo é suficiente para afirmarmos que I — A é

40 resultado apresentado em seguida, assim como o lema anterior, podem ser encontrados em [9]. Tal texto
apresenta uma exposicao detalhada acerca das equagdes envolvendo operadores setoriais.
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auto-adjunto. Afirmamos inicialmente que R(I —A) é um subconjunto denso em Lo(R™), ja que tal
subconjunto contém o espaco C°(R™), que é denso em La(R™). De fato, considerando um elemento

u de C°(R™), que por sua vez estd contido em S, podemos definir

o(z) = F1 (lefu(o) (2),

pois a transformada de Fourier F : S — S é um isomorfismo. Assim sendo, v € S e

FIU = A))(§) = Fo(§) — FAv(E) = Fu(€) + [€]* Fo(€) = Fule),

1
1+ ¢l
para todo & € R". Aplicando F~!, obtemos (I — A)v = u, ou seja, u € R(I — A). Portanto, segue
da densidade de C°(R™) em Ly(R™), que a imagem de I — A é densa em La(R™).

Obtemos ainda, da estimativa 4.8, da desigualdade de Schwartz e da densidade de C?(R™) em
H?(R™) que

I = A)ull Ly @y = Ml £y my

para toda fungdo u € H?(R"). De onde segue que o operador linear (I—A)~! : R(I-A) — H?*(R")
existe e é limitado em Ly(R™). Aplicando o lema anterior e usando o fato de A ser um operador
fechado, conclufmos que (I — A)~! € £(Ly(R™)) e, em particular, que R(I — A) = Ly(R™).
Finalmente, obtemos do teorema 16, que I — A : H*(R") C Ly(R") — L2(R™) é um operador
setorial. m
Sendo A um operador setorial, o espago X* = D(A}) estd bem definido. Vamos entao

determina-lo. Observamos a principio que as poténcias de Bessel 7, sao definidas por
(I-A)"2
e, cada funcdo f € Lo(R™) pode ser representada, em termos de J,, da seguinte forma
Ja(f) = Ga* f,

onde

o0 rlzl?
Gola) = g | 4T e
(4m)2 T(3) Jo t

De onde segue que D[(I — A)2] = {Gq * f : [ € Ly(R™)} = L2(R") e, portanto, de acordo com o

teorema 35 no apéndice deste trabalho,
D[(I + B)]*) = D[(I — A)*] = L3, (R") = H*.

Logo, D(A) = H?* x H?*.

5Para uma breve discussio acerca deste tema ver apéndice deste trabalho. J4 para uma exposicdo mais detalhada
sugerimos o texto [38]
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Provamos entdo, como conseqiiéncia do teorema 27 para f(u,v) = (f1(u,v), fo(u,v)) e A como

foi definido acima, o seguinte

Corolario 5 Sejam u,v : [0,00) x R2 — R e f1, fo : U C H*(R?) x H%(R?) — Ly(R?), onde U
¢ um subconjunto aberto. Se, além disso, u e v sdo tais que u(t),v(t) € H*(R?) para todot > 0 e

f1, f2 sdo fungdes localmente lipschitzianas, entdo, para cada (ug,vo) € U, o sistema

up = D1Au+ fi(u,v) (4.9)
vy = DaAv + fo(u,v)
u(0) = uo, v(0) = vo

tem uma unica solu¢ao (u,v) em (0,7) com T = T(ug, vg).

O préximo resultado garante ainda a existéncia global de uma solucao de 4.9 e é uma con-

seqiiéncia do corolario 4.

Corolario 6 Sejam u,v : [0,00) x R2 — R e f1, fo : U C H*(R?) x H*(R?) — Lo(R?), onde
U é um subconjunto aberto. Se, além disso, u e v sdo tais que u(t),v(t) € H*(R?) para todo
t > 0 e fi,fo sao fungoes localmente lipschitzianas em U e existe ainda uma fungdo continua

nao-decrescente K : (0,00) — R tal que
1(f1(w, ), f2(w, 0))[| < K@)+ [[(w, 0) | 2oy 2 wy)s ¥E=0€ (u,0) eUxU  (4.10)
entdo, para cada (ug,vo) € H?(R?) x H?(R?), a inica solucio do sistema 4.9 existe para todo t > 0.

Para ilustrar os resultados acima apresentaremos um particular modelo, que é um caso especial
de uma classe de equacoes conhecida como A —w, e nosso objetivo é concluir existéncia e unicidade
de solugoes impondo condicdes iniciais.

O modelo que pretendemos estudar é um caso particular de uma classe de equagdes introduzidas

por Kopell e Howard (ver [15]) e é dado por

Up = Ugg + Uyy + (1 — u? — UQ)U — (wo — wiu® — wlvz)v (4.11)

Ut = Vg + Vyy + (w0 — wiu? — w1v2)u + (1 —u? - ’1)2)’1),

onde wy e wy sao constantes que devem satisfazer wy(wy — wy) > 0. Adicionando ao sistema acima

as seguintes condigoOes iniciais
u(0) = up, v(0) = vo, (4.12)
e definindo as fungoes

fi(u,v) = (1 —u? —v?)u — (wy — wiu? — wv?)v
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2

fo(u,v) = (wo — wiu? — w1v2)u +(1—u*— v2)v,

o corolario 5 pode ser aplicado diretamente ao problema de Cauchy 4.11-4.12. De fato, as nao-

linearidades f; e fo sdo de classe C'! e, portanto, localmente lipschtizianas em H?(R?) x H?(RR?).

4.2 O modelo de Rosenzweig-MacArthur e a existéncia de ondas viajantes
periddicas

Estudaremos nesta secao, como um outro exemplo concreto de 4.1- 4.3, um sistema para in-
teracoes do tipo predador-presa, conhecido como modelo de Rosenzweig-MacArthur. Aplicaremos
um resultado de comparacao devido a C.V. Pao que serd apresentado adiante, a fim de discutir-
mos questoes como existéncia e unicidade de solugoes. Mais ainda, iremos descrever condigoes a
serem impostas, de modo que este mesmo sistema tenha solucoes do tipo ondas viajantes. Usare-
mos como ferramenta um teorema de bifurcacao de Hopf, uma vez que este nos fornece condicoes
para a existéncia de ciclos limites que, como vimos no capitulo 2, correspondem a ondas viajantes
periddicas.

Dadas duas populagoes com densidades u e v, o0 modelo de Rosenzweig-MacArthur pode ser
escrito da seguinte forma

1 ouv
up = 7a (Uzz + Uyy) + P L (4.13)
U

k+v’

vt =V (Ugz + uyy) + v(1 —v) —

onde «, o, k e i sdo constantes. Uma vez que o foco deste trabalho é a aplicacao de um instrumental
matematico, nao ofereceremos a interpretacao do modelo acima. O leitor interessado no significado
bioldgico dos parametros pode consultar os textos [19] e [16].

Definiremos inicialmente as fungoes

auv uv

T e o) = o1 - v) -

bil (u7 ’U) - >
cujo dominio serd o espaco de Banach H? (]RQ) x H? (RQ). Sendo assim, é possivel obter, gragas
as imersdes encontradas no teorema de Sobolev® que, as funcdes f; e fo assim definidas, tomam
valores em Lo (RQ). Observamos que os resultados obtidos na secao anterior nao se aplicam, pelo
menos nao diretamente, ao modelo 4.13. Isto se deve ao fato de que tais nao-linearidades nao sao
sequer continuas em todo o espaco H?(R?) x H2(R?). Sendo assim, ndo é possivel obter existéncia
e unicidade de solucdes para qualquer condicdo inicial (ug,vo) € H?(R?) x H?(R?). Além disso,
o corolario 6 sao se aplica para esse caso, ja que fi e fo nao satizafem 4.10 para nenhuma funcao
nao-decrescente K.

Uma solucdo seria encontrar uma regido em H?(R?) x H?(R?) que fosse invariante pelo sis-

tema 4.13, ou seja, uma regiao R onde qualquer solugdo com condicoes iniciais em R permaneca

50 teorema de Sobolev ao qual estamos nos referindo pode ser encontrado no apéndice deste trabalho
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neste mesmo conjunto para qualquer tempo ¢ para o qual esteja definida. Além disso, tal regiao R
deveria ser tal que as nao linearidades fossem localmente lipschitzianas quando restritas a ela. Uma
vez encontrada uma regiao com tais propriedades, poderiamos aplicar o coroldrio 5 para concluir
a existéncia e unicidade local de solugoes e, mais ainda, concluir a existéncia global, uma vez que
sendo limitadas, tais solugoes devem estar definidas para todo ¢t > 0 (ver teorema 29).

Porém o que nos propomos a fazer é aplicar um resultado que trata de sistemas de reagao-
difusao em dominios ilimitados e nos garante as mesmas conclusdes acima para o modelo 4.13.
Uma caracteristica fundamental que difere tal resultado do corolario 5 envolve a nogao de solucao.
Ao passo que o coroldrio se preocupa com solucdes definidas em H?(R?) x H%(R?), o resultado
devido a Pao esta interessado apenas em solugoes continuas - de acordo com a defini¢ao 39. Ja que
nosso objetivo é procurar por solugoes de ondas viajantes, que é um tipo de solucao continua, a
segunda opc¢ao nos parece mais conveniente.

Uma vez que tal resultado utiliza um método de comparacao envolvendo os conceitos de sub e
super-solugoes do problema de Cauchy 4.9 e ainda o conceito de funcao quase-mondtona, antes de
enuncia-lo apresentamos as seguintes defini¢des, sendo que a primeira delas apresenta o conceito de

solucao que estamos interessados no contexto do teorema devido a Pao,

Definicao 39 Dizemos que um par de funcgées (u,v) com u,v € C([0,] x R?) N C12((0,7] x R?),
onde CH2((0,7] x R?) denota o conjunto das fungées continuamente diferencidveis em t e com
derivadas continuas até a segunda ordem em (x,y) para todo (t,z,y) € (0,%] x R?, é uma solucdo
de 4.9 se existirem constantes a;, b;, com 1 = 1,2 e b; < % tais que as sequintes condicoes sGo

satisfeitas
1. w — D1Au = f1(u,v)

. v — DaAv = fo(u,v)
2

-l 2,9)] < axeP1@OF | Jo(t, 2, )] < axe@DF | quando |(z,y)| = o0, com t > 0.

Definicao 40 Seja f(z) uma fungao definida em R™ tomando valores também em R™. Reordenando
as coordenadas de z = (z1,--, 2z,) em componentes na forma z = (z;, (2], [2]q;), dizemos que f
tem a propriedade da quase-monotonicidade mista se existirem, para cada t = 1,---,n, inteiros
ndo negativos c;,d; tais que ¢; +d; +1 = n e fi(zi,[2]e;, [2]la;) € nao-decrescente em relagio as
componentes de [z]., e nao-crescente em relagio as componentes de [z]4,, para todo z € R". Em

particular, f € dita quase-mondtona nao-decrescente (nao-crescente) se ¢; =0 (d; = 0) para todo i.

Definigao 41 Um par de funcies (u*,v*), (ux,v) com u*,v*, us,v. € C([0,7] x R?) N CH2((0,7] x
R2), ¢ dito sub e super-solugdes acopladas de 4.9 se (u*,v*) > (ux,vs)" e as sequintes condigdes

sao satisfeitas

1 (u*) — DiAu* > fi(u*,v*)

TA desigualdade (u*,v*) > (ux,v.) significa que u*(t,2,9) > u.(t,z,y) e v*(t,x,y) > v.(t,x,y), para todo
(t,z,y) €[0,] x R?
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2 (V") — Do Av* > fo(u*,v*)
3 (u*)t - DIAU* S fl(u*7v*)

4 (’U*)t - D2AU* < f2(u*7v*)a
e se, além disso, existirem constantes a;, b;, comi=1,2 e b; < % tais que

2
b

5 [ur(t,z,y)| < are?|@0F ] 0r(t 2, y)| < aget2l@v)l

6 |us(t,,y)] < are?l@OF o, (t,2,y)| < agel?l @0,
quando |(x,y)| — oo, com t > 0.

Teorema 31 [C. V. Pao, [34]] Seja (u*,v*), (ux,vs) um par de sub e super-solugoes acopladas
de 4.9 limitadas em (0,f] x R2. Sejam ainda fi e fo funcées localmente Hélder continuas com
constante «, definidas em C([0,7] x R?) x C([0,7] x R?), de classe C**®. Além disso, se

R={(u,v) € C([0,7] x R?) x C([0,7] x R?) : (us,vs) < (u,v) < (u*,v")},

suponha que as sequintes afirmagoes sejam vdlidas

1. as funcgdes f1 e fo sdo lispchitzianas em R

1

2. existe (uy,vy) € R e constantes positivas o, B, comi=1,2 e f; < i tais que

| fi(ug, vy)] < aieﬁi\(x,y)ﬁ comi=1,2,
(4.14)

quando |(z,y)| — oo, com t >0, para i =1, 2.
3. f satisfaz a propriedade da quase-monotonicidade.

Entao o problema de Cauchy 4.9, com (up,v9) € R, tem tunica solugdo (u,v). Além disso, tal

solugao € limitada pela regido R.

Nosso préoximo passo serd verificar as hipdteses do teorema acima para o sistema de Rosenzweig-
MacArthur. Vamos entdao procurar um par de sub e super-solugoes, (u*,v*), (u, vy), para 4.13

(u*,v*), (us,vs), com a condi¢do inicial
u(0) = uo, v(0) = vo, (4.15)

de modo que as afirmacoes 1, 2 e 3 se verifiquem para a regiao R definida acima.

Considere, por exemplo, o seguinte par de solugoes constantes

(u*,v%) = (M, (ffﬂ) (4.16)



88CAPITULO 4. SISTEMAS DE REACAO-DIFUSAO: APLICACOES DE SEMIGRUPOS, COMPARACAOE i

onde kauu < 1 e M uma constante positiva qualquer. Observamos inicialmente que as condicoes
1-4 da definicao 41 podem ser facilmente verificadas. Além disso, as nao-linearidades f1 e f2 sao de
classe C'! e limitadas na regidao R, sendo, portanto, funcdes globalmente lipschitzianas nessa mesma
regiao.

J4& os itens 5 e 6 da definicao 41 e a afirmagao 2 do teorema 31 seguem, respectivamente, do fato
que as funcoes u*, v*, u, e v, sao constantes e fi, fo sdo limitadas em R. A fim de verificarmos

a afirmacao 2 do teorema anterior, consideramos inicialmente a funcao f;, que pode ser escrita da

fl:u(k(fv_u)'

De onde segue que f1 é nao-decrescente em relacao a u e a v, na regiao R. Considerando agora

seguinte forma

a funcao fy, obtemos, derivando em relagao a u que ela é nao-crescente em relagao a esta mesma
variavel.

Uma vez verificadas todas as hipdteses do teorema 31, podemos concluir que o modelo de
Rosenzweig-MacArthur sujeito a condigoes iniciais restritas a regiao R (ver 4.1) possui uma tnica
solucdo. Mais ainda, tal solucdo é limitada pela regiao® R e estd, portanto, definida para todo
t > 0.

kp

Figura 4.1: Regiao invariante R com C' = pt

Garantida a existéncia e unicidade de solucoes de 4.13-4.15 na regiao

R ={(wo) € C10.8 % B x C0.1 x )3 (0.0) < (w) < (30,7

k ‘s [ e . -
onde af“u < 1, nosso préximo passo serd encontrar, nessa mesma regiao, uma particular solugao,

que deve ser do tipo ondas viajantes periddicas. Iremos supor que as constantes «, o, k e p

sao positivas e estamos ainda considerando solugdes (u,v) com ambas coordenadas estritamente

8Esse argumento de invaridncia, para o caso em que as funcdes que limitam a solucdo sdo contantes, é bastante
utilizado na literatura e conhecido como retingulos invariantes. Sugerimos [10] para uma abordagem envolvendo
equagoes de reagao-difusao e [36] para outra envolvendo sistemas parabdlicos em dominios limitados.
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positivas. Observamos inicialmente que podemos re-escrever o sistema 4.13 da seguinte forma

ur = D1Au+ fi(u,v) (4.17)
vy = DaAv + fo(u,v).

Faremos os cdlculos com parametros arbitrarios e em seguida exibiremos valores fixos, para os quais
se verifica a existéncia de ondas viajantes periddicas.

Como vimos na secao 2.2, a relacao entre espago e tempo nesse tipo de solugao significa matem-
aticamente que as funcgoes u e v sao na verdade funcoes de uma tnica varidvel n - p + ct, onde
p = (z,y) € R?, ¢ é uma constante positiva e n um vetor unitério. Devem existir entdo funcdes

2m-periddicas U e V tais que

u(p,t) =U(m-p+ct), (4.18)
v(p,t) =V(n-p—+ct).

Sendo assim, 4.18 é uma solugao de 4.17 se, e somente se, U e V satisfazem o seguinte sistema de
EDOQ'’s, de ordem 2,

Din*U" + U’ + fi(u,v) =0 (4.19)
Don®V" + eV + fo(u,v) = 0.

Nosso objetivo é entdo verificar a existéncia de constantes ¢ e n? tais que 4.19 tenha uma
solugao 2m-periédica. E, porém, mais conveniente escrevermos U m-p+ct) =Ut—mn-plec) e
V(n-p+ect)=V(t—n-p/c),onde U eV devem satisfazer

BDU" +U' + fi(u,v) =0 (4.20)
5D2‘7” + f// + f2<’u,, ’U) =0,

para alguma constante positiva . Tais funcoes devem ainda ser periddicas de periodo T', para
algum T € R. E entao, voltaremos a formulacao original 4.19, definindo ¢ = 2% e n? = Bc. E
possivel concluir, impondo algumas restricoes a fi, fo, D1 e Ds, o sistema 4.20 terd uma unica
solugao periddica para cada colecao de valores de 8 (ver [15]).

Uma vez que utilizaremos como ferramenta um teorema de bifurcagao de Hopf, seguem alguns

conceitos e um resultado envolvendo este tema e que, nos serao uteis adiante.

Definicao 42 Considere um sistema de EDO’s de dimensao 2 da forma wy = H(w). Dizemos que

wo € um ponto de equilibrio do sistema em questao se H(wg) = 0.

Teorema 32 [Teorema de Bifurcag¢io de Hopf] Seja wy = He(w) um sistema de EDO’s de di-
mensdo 2 auténomo, para cada pardmetro €. Suponha que H. seja de ordem C*, com k > 3.

Assuma ainda que w = 0 seja um ponto de equilibrio para cada valor de €, e que a matriz de
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linearizagdo do sistema em w = 0 tenha como autovalores a(€) £ if(e) com a(0) = 0, 5(0) # 0
e ‘fl—?(()) # 0. Definindo W = (w,€) e considerando o sistema Wy = G(W) de dimensao 3, onde
G = (H,0), entao deverd ezistir uma familia a um parametro de solugoes periddicas de Wy = G(W')

em uma vizinhanca V de W = 0. Além disso, ndo existem outras solucoes periddicas em V.

Definicao 43 Dado um sistema de EDO’s da forma w, = H(w), uma solugdo periddica w é dita
ciclo limite quando existem duas solucdes wi e ws, uma pertencente ao interior w e outra ao
exterior, de modo que o limite de tais solugoes quando t — 400 - ou quando t — —oo - coincide

com w.

Observamos que, o teorema de Bifurcagdo de Hopf nos garante a existéncia de ciclos limites,
uma vez que, de acordo com a definicdo acima, um ciclo limite é uma solucao periédica w tal que
para alguma vizinhanca de w nao deve existir nenhuma outra solugao periddica. Ou ainda, para
algum ponto p na érbita de w, a transformacao de Poincaré tem p como sendo o tnico ponto fixo
em uma vizinhanga de p (ver [37]).

Nosso objetivo agora é estudar o sistema

du
E = 1(“7"))
dv
E _fQ(uaU)v

com intuito de garantirmos a ocorréncia de ciclo limite. E mais conveniente reescrevemos o sis-

tema 4.13 da seguinte forma

du

— =uF 4.21
W, v) (1.21)
dv

E_UGW’U)’

onde F(u,v) = 2% —pe G(u,v) = (1 —v) — 5.

Observe que os pontos de equilibrio do sistema 4.13 sdao (0,0), (0,1) e (%, %) Além
disso, a matriz Jacobiana de 4.21 é dada por

F(u,v) +uFy(u,v) uFy(u,v)
J(u,v) =
vGy(u,v) G(u,v) +vGy(u,v)

Afirmamos que, se as constantes «, o, k e p satisfazem certas condigoes, entao o ponto p = (p1,p2) =

—p—uk k . e e . Lo . .
(%, o%u) caracteriza um equilibrio instavel e, mais ainda, é verificada a ocorréncia de ciclo

limite numa vizinhanca de p.
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De fato, a matriz Jacobiana de 4.21 no ponto p é dada por

F(p) + p1Fu(p) p1Fy(p) 0 p1Fy(p)
J(p) = = ,
p2Gu(p) G(p) + p2Gu(p) p2Gu(p) p2Gu(p)

uma vez que F(p) = G(p) = Fyu(p) = 0. De onde segue que trJ(p) = p1Gy(p) e det J(p) =
—p1p2Fy (p)Gyu(p). Sabemos que o comportamento do sistema 4.21 em uma vizinhanga de p é dado
pela equacao

z = J(p)z
e depende, portanto, dos autovalores da matriz J(p). Além disso, as raizes do polinémio A\? — T\ +

D =0, onde T =trJ(p), D = det J(p), coincidem com os autovalores de J(p).

Nosso objetivo é aplicar o teorema 32 onde o parametro do sistema é k. Entao, podemos escrever

T+ T?—4D
VS

A(k) = 5

(k) £ iB(k).
Fixando os parametros o = 0,15 e = 0,05, obtemos o seguinte, para k = 0, 5:
a(0,5) =0, B(0,5) #0. (4.22)

Mais ainda, sendo

2 o—pu  o—pu o—U

T 1 o3 plk? k(o +p)p

)

derivando em relacao a k para os valores de o e pu fixados acima, obtemos que fl—‘]z((), 5) # 0.
Concluimos assim que, para ¢ = 0,15 e u = 0,05, existe um valor critico de k, para o qual
o sistema tem uma bifurcacdo de Hopf, apresentando um ciclo limite estavel para valores de k
menores que o valor critico?. Observamos ainda que, neste caso, % < 1 e, portanto, a solucao

encontrada pertence a regiao R definida anteriormente.

90 teorema 32 é conhecido, em alguns contextos, como Teorema de Bifurcacio de Hopf. Uma outra versio, um
pouco mais geral - que pode ser encontrada em [31] -, garante a existéncia de solugdes periédicas para parametros
diferentes de € # 0 se, além das hipdteses do teorema considerado aqui, o coeficiente de curvatura for nao-nulo. Tal
condigdo nao foi verificada neste trabalho, mas é garantida em [16] para os pardmetros o, u e k considerados aqui.
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Apéndice A
Espacos de Sobolev e poténcias de Bessel

Apresentamos uma breve discussao acerca de alguns espagos de fungoes fornecendo a principio
algumas definicoes bésicas da teoria das equacoes diferenciais, como transformada de Fourier e
convolucao. Passando em seguida aos conceitos e algumas propriedades das poténcias de Riesz e
de Bessel e, por fim, definimos espagos de Sobolev e de poténcias de Bessel com alguns resultados

envolvendo tais espagos. Para uma discussao com mais detalhes sugerimos [14], [39], [23] e [38].
A.1 Definigoes e resultados elementares

Introduziremos a principio a nogao de multi-indice.

Definigao 44 Um vetor em R™ da forma a = (aq,--+,ap), onde cada componente é um inteiro

nao negativo, com it = 1,2, -+, € chamada multi-indice de ordem
la| = a1+ -+ ap.

Além disso, se U CR"™ e f: U — — R, dado um multi-indice «, definimos

lot]
Daf(:L') - 0 f($) :aal,“ags’

- ozt - dxpn o1
para cada x = (x1,---,2,) € U.

Antes de apresentarmos os conceitos de transformada de Fourier e convolucdo, assim como
algumas de suas propriedades, definiremos o espaco de Schwartz e seu dual topoldgico, uma vez

que a transformagao de Fourier tem, a principio, como dominio de definicao este primeiro espaco.

Definicao 45 O espago de Schwartz S(R™) = S é formado pelo conjunto das fungées f € C*°(R™)

que tomam valores em C e que sdo rapidamente decrescentes, ou seja, tais que

lim P(z)D®f(z) =0,

|x|—o00
para cada polinomio P e cada multi-indice .

As funcoes pertencentes aos conjuntos C2° ou S sao ditas funcdes teste. O conjunto dos fun-

cionais em C2° é dito o espago das distribuigoes de Schwartz e é denotado por D/(R™). Além disso,
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denotaremos por S’(R™) = S’ o dual topoldgico de S, ou seja, S’ é formado pelos funcionais em S.

S’ ¢ dito conjunto das distribuicoes temperadas.

Definicao 46 Se f € S definimos a transformada de Fourier de f, f, como sendo
fO) = [ e e, vee R,

onde € = Z;lzl x;&; € o produto escalar em R™ de v = (x1,---,xy,) por & = (§1,--+,&n). Além

disso, dizemos que aplicagcdo F : f —> f € a transformacdo de Fourier.

A definicao acima pode ser estendida para o espaco S’ e assim, podemos, em particular, con-
siderar a transformada de Fourier no contexto do espago de Banach L;(R™) = L;. A extensao de

F de S para S’ pode ser feita através da seguinte relacao

(8.1)=(8.1).
para todo f € S. Definiremos a seguir a inversa da transformacao de Fourier, mas somente para o

espaco L.

Definicao 47 Se f € Ly, entdo dizemos que

£@) = o [ €€
€ a transformada de Fourier inversa de f Denotaremos por § a transformada inversa de uma

fungao g € L.

Definigao 48 Se f,g € L1 entdo a convolugdo f x g € definida por

(f*w==Rfﬂx—yM@ﬁw,vxeR%

Se f e g sao fungoes em L; entao,
(Z) f *x g € Lie
(@) (f *9)" (&) = f(§)a(&).
Além disso, se f for suficientemente regular, entao (9;f)"(§) = i¢; f (£). Vale ainda que,

f N\ L iae_O*f
<a$]a$k> (5) _/ne 8x]8$k (:E)d:l?

=& /}Rn e*ixga—f(a:)da:

8.73k

= & /R e f(a)de = —&ERF(©),
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para todo £ € R" e, consequentemente,

(T — A () = alE) — (Au)" (€) = a(€) — <3> “(©)
=a(&) + Y _&aE) = (1+[¢)a(g).

j=1

Surge entao, naturalmente, uma definicao de poténcias do operador de Laplace, em termos da

transformada de Fourier:

(D)2 f(x) = (&% £) (&) = F 1€ f(€), Ya>0, VfeS.

O lema a seguir nos garante que a transformacao de Fourier F pode ser estendida por con-

tinuidade a uma bijecao em Lo.

Lema 17 Se f € L1 N Ly, entdo f € Ly e HfH2 =||flly, onde ||-||5 denota a norma em Ls.

Demonstragao. Dada uma fungao f € Ly N Lo, definimos fi(x) = f(—z) e g = —f1 * f. Entao,

12
g= ‘ f ‘ . Pela definicdo de convolucao, temos que

g(x)= [ fly—=)f(y)dy. (A1)

R”

Por outro lado, a definicdo de F~! implica que

ola) = [ e glep. (A2)

F@ de = fo 1) dy, ou scia, f € Ly

Tomando z = 0 nas igualdades A.1 e A.2 obtemos fR"

e |7, = 171 =
A.2 Poténcias de Riesz

Antes de definirmos o conjunto das poténcias de Riesz, apresentaremos o conceito de um op-
erador que pode ser definido de maneira natural via transformada de Fourier e que é, na verdade,

uma generalizacao da transformada de Hilbert, dada por

f(t)

r—t

B = [ I vrer,

para dimensoes maiores. Tal operador é conhecido como transformada de Riesz e é dado pela

seguinte

Definicao 49 Se f € Ly, com 1 < p < oo entdo, para cada j =1,---,n, a transformada de Riesz
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R; de f € definida por
. Yj
Ri(f)x =limc, Ki(y)=(x —vy),
(e =timen | 0% -)

. . Y 4 . . o n+1 n+1
onde Kj(x) = Cn T €0 Kernel de Riesz singular e ¢, =I'("3=)/m 2 .

Como vimos na segao anterior, se funcao f € S entao sua transformada de Fourier f e o

laplaciano de f, Af, estao relacionados da seguinte forma

(—AF)" (&) = €] £ (&) (A.3)

Vimos ainda que, substituindo a poténcia de || por um « qualquer obtemos poténcias fracionérias

do laplaciano,

(—A)2 f(z) = (I€]* £)" (&), Ya>o.

Se « € (0,n), entdo a fungao |£|”* é localmente integravel e, portanto, é um elemento de S’. Pode-

[e3

mos assim estender a definigdo acima para poténcias negativas, ou seja, podemos definir (—A)~ 2
para « € (0,n). Para tal utilizaremos operadores integrais da forma Z, : S — S’, conhecidos

como poténcias de Riesz.

Definigao 50 Se f € S e a € (0,n) entdo definimos

onde
- 1 T — —n+o
Tah@) = = [ e s )

e 7(a) = T32°T(§)/T (%52).

Para cada « € (0,n), definimos a funcao I, conhecida como Kernel de Riesz e dada por

lo(z) = ;
* v(a)
onde vy(a) = (77%20‘1“(%)) JT (252). Assim, é possivel obter a seguinte representa¢io para as

poténcias de Riesz Z:
Zof(x) = (I * f)(x), Ya € (0,n).
Mais ainda, dada uma funcao f em S, ela pode ser escrita como uma poténcia de Riesz. E suficiente
tomar g = (—A)2 f e entdo f(z) = Zog(x).
A.3 Espacos de Sobolev

Os espacos de Sobolev constituem uma poderosa ferramenta da analise funcional, principalmente

no que diz respeito a sua relagao com as EDP’s. A definicao de tais espacos caracteriza uma
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importante relagao entre funcoes em C° e suas derivadas parciais. Mas o conceito de derivadas
parciais que estda envolvido é dado por uma nocao mais geral que aquela usual e em termos da

teoria da distribuigoes, como vemos na seguinte

Definicao 51 Sejam f e g duas funcoes localmente integrdveis em R™. Dado um multi-indice «,

dizemos que D*f = g no sentido fraco (ou das distribui¢oes), se

[ H@De(@)z = (-1 | gp(@)dn, Vo€ O, (A4)

Observamos que, se f possui todas as derivadas parciais até a ordem |a| continuas e D*f = g

no sentido usual, entao, aplicando integragao por partes, obtemos A.4.

Definigao 52 Para cada inteiro ndo negativo m, o espago de Sobolev W™P(R™) = WP ¢ definido
por
WmP ={felL,:3D*f e D“f € L,,VYa com |a| <m},

onde D% se refere a derivada parcial de f no sentido fraco.

O espaco de Sobolev WP com a norma

1
P
= 3 ([ 10%07)
R
la|<m
é um espago completo (ver [38]). Geralmente na literatura encontra-se a seguinte notagao
Wm,2 — g™
Definigao 53 Definimos o espago Wy'* como sendo o fecho de C°(R™) em W™P(R™).
Observamos ainda que é comum na literatura a seguinte notacao
W = Hy.

Para mais detalhes acerca de tais espagos ver [21].

O proximo resultado fornece uma caracterizacao alternativa dos espagos de Sobolev WP que
nao envolve a nocgao de derivada parcial no sentido fraco e cuja demonstracao pode ser encontrada
em [38].

Teorema 33 Seja f € Ly, com 1 < p < oo. Entao f € W™P se, e somente se, existir uma

seqiiéncia {¢n} de fungées em C° tal que

1. {pn} converge para f em Ly,
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2. para cada o de ordem |a| < m, {D%p,}! converge na norma de Ly,.

Ao passo que os espacos C*(R™) de certa forma medem a suavidade de funcdes em R™ em termos
de suas derivadas parciais no sentido usual, os espagos de Sobolev estabelece uma classificacao destas
mesmas funcoes, porém em termos das derivadas parciais no contexto da definicao 42.

Os espagos das fungoes em R™ k-vezes continuamente diferencidveis estdo relacionados por

imersoes da forma

C'R") D C*R") > ---DCFR") D ---.

Uma pergunta natural seria se os espacos WP possuem uma propriedade semelhante ou, ainda
mais, se existe alguma relacao envolvendo também os espacos L,. O préximo resultado, devido a

Sobolev, responde parte destas perguntas.

Teorema 34 (Teorema de Sobolev) Sejam o > 0 e 1 < p < co. Sao vdlidas as sequintes

afirmacdes:

1. quando ap < n, se p < q < p*, onde # = % — =, entdo WP(R") C Ly(R");

2. quando ap =n, se p < g < 0o, entdo WP(R"™) C Ly(R");

3. quando ap > n, entdo W*P(R™) C C(R"™).

Diferentes abordagens deste teorema podem ser encontradas em [21], [38] e [13].
A.4 DPoténcias de Bessel

A nocgao do espago de poténcias de Bessel surgiu da necessidade de generalizar a defini¢ao de
espagos de Sobolev WP para o caso em que m nao é inteiro. Além disso, surgem alguns problemas
envolvendo a representacao apresentada da se¢ao A.2 de uma funcao f € S em termos das poténcias
de Riesz. Tais problemas surgem, por exemplo, do fato de f —— I, * f nao ser um operador limitado
em L, (ver [38]). Outra questdo que pode ser levantada, envolve o comportamento do Kernel de

Riesz no infinito. Ao passo em que
a—n
|z|

¥(e)
¢é adequado para x numa vizinhanca da origem, ele nao se aplica da mesma maneira para o caso
em que |z| é suficientemente grande (i.e. |z| — 00).
Uma solucao seria substituir as poténcias de Riesz Z, por uma funcao que tivesse a mesma
singularidade na origem, mas que apresentasse um rapido decaimento no infinito. Existem vérias
maneiras de se obter uma funcdo com tais aspectos. Podemos citar por exemplo a funcao Zye l*.

Ha porém, algumas vantagens em proceder via transformada de Fourier e substituir (—A)fg por
(I—A)"2.

!Estamos nos referindo a derivada parcial no sentido usual, uma vez que {¢,} € C°. O que na verdade ocorre é
que, como vimos, neste caso os conceitos de derivada no sentido fraco e usual coincidem.
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Definicao 54 Definimos as poténcias de Bessel J, por
Ju=T—NA)"2,

Para cada a € R, define-se o Kernel de Bessel G, por

oo w2
Ga(;p) — 71 - 710[ / t%e_%e_ﬁ@_
(4m)2 T(5) Jo

Segue uma proposi¢ao acerca das propriedades do Kernel o € R.
Proposicao 7 Considere G, como afoi definido acima. Entao
1. para cada o > 0, G, € L1(R")
2. Ga(8) = (1+[¢[)7%

Estudaremos agora algumas propriedades da familia {7,},. Para cada o € R e f € L,(R"),
podemos, de maneira analoga ao que foi feito para poténcias de Riesz, representar J, da seguinte

forma

joz(f):Ga*f'

A convolugao acima estd bem definida, uma vez que ||Gally = [ Ga(z)dz = 1. Além disso, sdo

validas as seguintes afirmagoes
1. JoJg = Jat+p, Va,BE€R
2. ' =T, YVo,BER
3. 1TalF)ll, < 1l V1< 00, VF € Ly(R)

Definicao 55 O conjunto L5, dado por
Lh={f:f=Gaxg,9 € Ly(R")}

€ conhecido como espaco das poténcias de Bessel, com o € R.

Podemos dizer, simbolicamente, que £5 = 7, (L,(R™)), para 1 <p < oo e a € R.

A norma em L5, denotado por ||-|| po ¢ definida da seguinte forma,

1l = llgll,, se f=Talg).

Veremos que a norma em L5, assim definida, é consistente. Dados g1 e g2 em L,(R™), nosso objetivo
é entao provar que J,(g1) = Ja(g2) implica que g1 = go. Observamos a principio que, se ¢ € S

entao

/Ja(gl)so(a:)d:c = /Ga * gro(x)de = //Ga(x—y)gl(y)go(x)dxdy = /glja(@)dm.
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Uma vez que Ju(g1) = Ja(g2), obtemos, pelo teorema de Fubini, que

0= | Jalg1) - Ja(gz>—/ (91 — 92)Talp), Ve €S.
R» R»

n

Se provarmos que J, : S — S é uma bijegao, entao, para cada ¢ € 5, existiria ¢ € S tal que

Juo(p) = 1, e portanto, teriamos

/ (g1 — g2)bdz = 0, Wb € S,

de onde obterfamos que g; — g2 = 0. Considere entao algum elemento ¥ de S e defina ¢(x) =
1&(:):)(1 + \1‘]2)_%. Sendo ¢ um elemento de S, deve-se ter ¢ € S e, portanto, ¢ € S. Além disso,
como Go = F 11+ [2)*) %) e ¢p(z) = $(z)(1 + |z|*)~ 2, obtemos

ja(%") = 1.

Observamos ainda que, sendo J, : S — S, podemos escrever cada elemento f de S como
poténcias de Bessel. Basta tomar g = J_,(f) e, entao f = Ju(9).

Apresentamos a seguir um importante resultado, que nao sera demonstrado aqui (ver [6] e [38]),
acerca da relacdo entre os espagos de Sobolev WP(R™) e o espago das poténcias de Bessel L5 (R").
Este resultado nos garante que tais espagos coincidem, para cada p € (1,00), para o caso em que

as poténcias « sao inteiras.

Teorema 35 [A. P. Calderén] Suponha que m seja um inteiro positivo e p € (1,00). Entao
£, (") = W (R

com normas equivalentes, ou seja, existem constantes a e b tais que

@[ fllpm < N fllwme < ONFllpm -

O mesmo nao ocorre quando p = 1 ou p = oco. As relagdes de inclusdo entre os espacos
de Sobolev e de poténcias de Bessel para estes dois casos extremos sao apresentadas a seguir e
discutidas em [38].

Teorema 36 Considere os espagos L5, (R™) e W™P(R"). Sdio vdlidas as sequintes afirmagoes:
1. W™P(R) = L5, (R) quando m é par e p =1 ou oo.
2. Sen > 1 entago W™P(R) C L5,(R), quando m € par e p =1 ou oco.

3. Se m é impar entdo, para todo n, W™P(R) € L7, (R) e L5, (R) € W™P(R).
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