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Resumo

Sistemas de reação-difusão têm sido largamente estudados em diferentes contextos e através de

diferentes métodos, motivados pela sua constante aparição em modelos de interação em contextos

qúımicos, biológicos e ainda em fenômenos ecológicos. Neste trabalho nos propomos a estudar

existência e unicidade - tanto do ponto de vista local como global - de soluções para uma classe

de sistemas de reação-difusão acoplados, definidos em R2, utilizando como ferramenta a teoria

de semigrupos de operadores lineares. Apresentamos dois importantes exemplos: o modelo de

Rosenzweig-MacArthur e um particular caso da classe de equações λ−ω. Para o primeiro obtemos

um resultado de existência e unicidade global utilizando um método de comparação envolvendo

sub e super-soluções. Investigamos ainda a existência de soluções de ondas viajantes periódicas

através do teorema de Bifurcação de Hopf. Já para o caso da equação λ− ω obtemos a existência

e unicidade de soluções, entretanto, a partir da aplicação da teoria de semigrupos de operadores

lineares.

Palavras-chave: Sistemas reação-difusão, semigrupos de operadores lineares, ondas viajantes,

ciclos limites.
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Abstract

Reaction-diffusion systems have been widely studied in a broad variety of contexts in a large

amount of disctinct approaches. It is due firstly by their constant appearance in interaction models

in disciplines such as chemistry, biology and, more specific, ecology. The aim of this thesis is to

provide an existence-uniqueness result - both from the local as well as from the global point of view

- for solutions of a particular class of coupled reaction-diffusion systems defined over R2. It is done

applying the well established theory of semigroups of linear operators. Two remarkable examples

of such systems are discussed: the Rosenzweig-MacArthur predator-prey model and a special case

of λ − ω class of equations. For the former one, an existence and uniqueness result is obtained

through a comparison method - based on the notions of lower and upper solutions. Moreover, we

investigate the existence of periodic travelling wave solutions via a Hopf bifurcation theorem. For

the λ − ω model another existence and uniqueness for solutions is obtained, on its turn, through

the machinery obtained previously from the theory of semigroups for linear operators.

Keywords: Reaction-diffusion systems, semigroups of linear operators, travelling waves, limit

cycles.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Considerações Preliminares

Sistemas de equações de reação-difusão são largamente utilizados para modelar situação de

interação com duas componentes fundamentais: uma delas referindo-se ao espraiamento - de uma

substância ou uma população - e a outra se referindo a reação das variáveis envolvidas a este

espraiamento ou a forças adicionais. Por esta razão, esta classe de sistemas tem recebido especial

atenção na modelagem de interações entre substâncias qúımicas distintas ou em modelos ecológicos

- principalmente modelos do tipo predador-presa. Do ponto de vista matemático, um sistema de

reação-difusão é um exemplo de um sistema parabólico semilinear e portanto, o entendimento das

técnicas de investigação destes últimos é fundamental para o melhor entendimento de tais sistemas.

Diversas ferramentas são empregadas na literatura para o estudo de sistemas parabólicos semi-

lineares. Algumas envolvem aspectos da teoria dos operadores, outras envolvem noções como

prinćıpios de comparação e, ainda, há aquelas dedicadas ao emprego dos métodos de computação

numérica. Utilizaremos aqui técnicas associadas à teoria de semigrupos de operadores lineares.

Assim sendo, com vistas ao melhor entendimento de sistemas de reação-difusão, o estudo da teoria

destes semigrupos é fundamental. Em tempo, é no contexto desta teoria que generalizações de

teoremas clássicos de existência e unicidade de equações diferenciais ordinárias (como Teorema de

Picard e de Peano) podem ser encontradas (Teorema de Hille-Yosida e Lumer-Phillips).

Por outro lado, uma caracteŕıstica das soluções de sistemas de reação-difusão envolve a formação

de padrões, ou seja, o aparecimento de estruturas regulares no sistema. Um padrão que tem recebido

especial atenção na literatura por sua riqueza em descrição do fenômeno abordado é conhecido como

solução de ondas viajantes. Dentre as propriedades mais importantes dos sistemas parabólicos não-

lineares destacamos o fato de admitirem soluções desta classe.

Neste trabalho expomos inicialmente alguns aspectos fundamentais da teoria de sistemas de

reação-difusão. Em particular, definimos o problema de Cauchy para este classe de equações e

discutimos do ponto de vista qualitativo suas soluções. Em seguida, definimos e classificamos

soluções do tipo ondas viajantes. Discutimos, através de alguns exemplos a importância desta

classe de soluções, na medida em que os problemas em que estas aparecem podem ser tratados do

ponto de vista de uma equação diferencial ordinária. Dentre os diversos tipos de ondas viajantes

mencionamos as periódicas e não periódicas. As principais referências utilizadas nesta discussão

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

são [1], [16], [24] e [36].

Em seguida, o trabalho dedica-se ao estudo e exposição dos principais fatos acerca de semigrupos

de operadores lineares. Isto se deve ao fato de que estas equações podem ser entendidas como

equações de evolução em algum espaço de funções, ou seja, para cada t fixo, a incógnita u(t) é uma

função do espaço de funções considerado. Assim, investigar questões como existência e unicidade

de soluções tangencia o problema análogo no contexto das EDO’s, ainda que o espaço base, não

seja mais um espaço vetorial Euclidiano. O objetivo então é associar a cada operador linear, ainda

que não limitado, uma famı́lia de operadores a um parâmetro - t - que quando aplicados a um

ponto u0 - a chamada condição incial - nos fornece a solução do problema com tal condição u0.

Através de um conjunto de definições, exemplos e proposições, o trabalho visa tornar natural o

entendimento de resultados como o Teorema de Hille-Yosida e Lumer-Phillips. Estes são então

aplicados ao problema de Cauchy parabólico semilinear. O corpo de referências para este tópico é

formado, basicamente, por [4], [7], [8], [17], [20], [23], [27] e [35].

Assim, através do emprego destes resultados, estudaremos o caso dos sistemas de reação-difusão

em R2, mais precisamente, o exemplo das equações λ − ω. A transposição dos resultados envol-

vendo semigrupos de operadores lineares para o caso particular dos sistemas de reação-difusão

requer alguns resultados técnicos no âmbito dos espaços de Sobolev. Em prol da clareza do texto,

estes resultados são organizados no apêndice ao trabalho. Finalmente, o tratamento do modelo de

Rozensweig-MacArthur se dá de maneira distinta. Com o intuito de obtermos existência - local e

global - e unicidade de soluções em alguma região do plano, utilizamos um método de comparação

envolvendo sub e super-soluções do problema em questão. Ainda nesta caso, obtemos um resul-

tado de existência de ondas viajantes através da aplicação de um teorema de bifurcação de Hopf,

verificando a existência de ciclos limites para a equação diferencial ordinária associada. Aqui, os

trabalhos de [5], [9], [11], [14], [33], [34] e [38] consituem a base das referências.

1.2 Organização do Trabalho

O caṕıtulo 2 oferece uma discussão acerca dos sistemas de equações de reação-difusão e apre-

senta algumas de suas propriedades e exemplos. Mais ainda, discutem-se aspectos fundamentais

das soluções de ondas viajantes, i.e., sua definição e classificação, bem como a interpretação dos

fenômenos que descreve.

Já o caṕıtulo 3 introduz de maneira detalhada a teoria dos semigrupos de operadores lineares.

É nesta ocasião que são expostos os elementos da Análise Funcional que serão utilizados adiante

na formulação e demonstração de resultados como o teorema de Hille-Yosida e Lumer-Phillips.

Que, por sua vez, serão úteis na obtenção de teoremas de existência e unicidade para problemas de

Cauchy - lineares ou não.

Por fim, no caṕıtulo 4, o arcabouço teórico desenvolvido no caṕıtulo anterior é empregado

na formulação de um resultado geral de existência e unicidade de soluções para um sistemas de

reação-difusão de dimensão 2. Como ilustração deste resultado, um particular modelo de equações

da forma λ − ω é exposto e discutido. Através de um método distinto - método de comparação -

abordamos o modelo de Rozensveig-MacArthur e obtemos a existência - local e global - e unicidade
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de soluções e, através do teorema de Bifurcação de Hopf, conclúımos pela existência de soluções de

ondas viajantes.



4 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO



Caṕıtulo 2

Soluções de ondas viajantes para equações de reação-

difusão

Neste caṕıtulo discutiremos as definições e alguns resultados acerca das equações de reação-

difusão e, em seguida, discutiremos um particular tipo de solução de tais equações, a saber, soluções

do tipo ondas viajantes.

2.1 Equações de Reação-Difusão

Nas últimas décadas1, sistemas de equações de reação-difusão têm recebido uma atenção espe-

cial, motivada pelo seu constante aparecimento em modelos de fenômenos qúımicos e biológicos e,

também pela riqueza da estrutura de suas soluções. Tais sistemas podem ser de vários tipos. Alguns

são mais interessantes, outros nem tanto, a depender da área de estudo. As soluções normalmente

representam a densidade de alguma substância, ou de uma população, em cada ponto do domı́nio

espacial.

Estamos interessados em equações de reação-difusão da seguinte forma:

ut = D∆u+ f(u), (2.1)

onde u(x, t) representa a densidade ou concentração de alguma substância ou população, no tempo

t ≥ 0 e na posição x ∈ Rn. Este não é o caso mais geral. A função f pode, por exemplo

depender das primeiras derivadas de u, de x e ainda de t, mas neste trabalho restringiremos ao

caso 2.1. ∆ denota o laplaciano de u com respeito à variável espacial x, e, em geral, representa um

termo de difusão, com D sendo uma constante positiva chamada constante de difusão. A parte de

reação, representada pela função f que em geral não é uma função linear, reflete um aumento (ou

destruição) da quantidade de part́ıculas. Mais ainda, a equação 2.1 é parabólica semilinear.

Uma equação de reação-difusão muito simples é a equação do calor - ou, de difusão -, dada por

ut = D∆u. (2.2)

O nome da equação se dá pelo fato de que ela modela a distribuição de temperatura em todo o

domı́nio em um instante t. Ela e suas variações aparecem em numerosos fenômenos de difusão.

1Ver, por exemplo, o survey em [16]
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A equação do calor é bastante simples pelo fato de que suas propriedades e o comportamento de

suas soluções já terem sido amplamente estudados, contando com uma série de resultados e estudos

acerca delas (ver [28], [21]). Uma propriedade muito simples e importante, ausente na maioria

das equações de evolução mas, satisfeita pela equação 2.2 é a linearidade. É esta propriedade

que permite a aplicação de técnicas importantes para a resolução de problemas em EDP’s. Ainda

assim, diversas questões interessantes e de dif́ıcil tratamento acerca das soluções de equações lineares

podem ser levantadas.

Considere agora o seguinte exemplo de não linearidade: seja f = u(1 − u), um caso escalar e

conhecido como não-linearidade loǵıstica de Fisher, e o problema de valor inicial - ou de Cauchy -

que é um tema a ser discutido com detalhes na próxima seção:

ut = ∆u+ u(1− u), (2.3)

u(0) = u0.

Os pontos de equiĺıbrio são dados por u = 0, que representa uma total extinção das espécies e

é um ponto instável, e u = 1, que representa uma total saturação e é exponencialmente estável. A

solução exata para a EDO loǵıstica dada pode ser facilmente calculada e é da forma

u =
u0

exp(−t) + u0(1− exp(−t))
. (2.4)

Apesar do exemplo dado ser bastante otimista no sentido de que sua solução foi facilmente

encontrada e ainda numa forma exata, não é o que em geral ocorre no contexto das equações

de evolução não-lineares. Neste último caso diversos métodos para representar soluções não são

aplicáveis. Mais do que isso, em vários casos não conseguimos nenhuma forma exata da solução.

Apesar disso, podemos fornecer algumas informações acerca deste tipo de equação e de suas soluções.

O grande desafio do estudo das equações de evolução não-lineares é buscar técnicas anaĺıticas qual-

itativas que nos permitam descrever soluções e prever seu comportamento. E é o que discutiremos

na subseção 2.1.3.

2.1.1 Problema de Cauchy

Podemos adicionar à equação 2.1 uma condição inicial apropriada. Podemos, por exemplo,

escolher uma função u0 definida em algum domı́nio Ω ⊆ Rn e considerarmos o problema de Cauchy

ut = D∆u+ f(u), (2.5)

u(x, 0) = u0(x).

Se Ω 6= Rn, então devemos especificar uma condição de fronteira em ∂Ω. Seguem abaixo os
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principais exemplos de condições de fronteira:

(i) Condição de Neumann:

∇u.n = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0. (2.6)

Onde n é o vetor normal exterior unitário de Ω no ponto x ∈ ∂Ω.

(ii) Condição de Dirichlet:

u(x, t) = b(x, t), x ∈ ∂Ω, t > 0. (2.7)

Onde b é uma função dada. O caso b = 0 é chamado homogêneo.

(iii) Condição de Robin:

α(x, t)u+ β(x, t)∇u.n = b(x, t), x ∈ ∂Ω, t > 0. (2.8)

Onde n e b são como anteriormente e α e β são funções dadas.

A terceira condição é também conhecida, por razões óbvias, como condição de fronteira mista.

Observe que as condições acima são todas lineares na variável u. Apesar de também ser posśıvel

considerarmos condições não lineares, isto nos levaria a uma formulação mais dif́ıcil de ser estudada.

Quando modelamos um problema, se condições de fronteira são requeridas, suas determinações

fazem parte do processo de modelagem. O comportamento das soluções será certamente afetado

pela escolha de tais condições. Portanto, o mesmo cuidado tomado na hora de modelar uma equação

de evolução deve ser também tomado na escolha das condições de fronteira.

Se impusermos à equação do calor, definida no domı́nio Ω ⊆ Rn, a seguinte condição inicial

u(x, 0) = u0(x), (2.9)

existem vários métodos de resolução deste problema de Cauchy, a saber, método da transformada

de Fourier ou ainda método de separação de variáveis. Se Ω 6= Rn então, como vimos, condições de

fronteira também devem ser impostas. Uma vez que estamos interessados em um particular tipo

de solução de problemas de reação-difusão, conhecida como ondas viajantes e que está definida em

todo Rn, citaremos [36] como referência para o estudo de problemas de Cauchy para este tipo de

problemas em domı́nios ilimitados. Além disso, trataremos a seguir, como exemplo, a equação do

calor definida em Ω = R. Tal problema é também conhecido como o problema da calor na barra

infinita.

Exemplo 1 Considere o seguinte problema

ut = uxx, (x, t) ∈ R× (0,∞), (2.10)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (2.11)

onde u deve ser uma função limitada e definida em C2(R × (0,∞)) ∩ C(R × [0,∞)). O fato de
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tomarmos u como sendo uma função limitada pode ser interpretado como uma condição de fronteira

no infinito. Mais ainda, tal limitação garante a unicidade de solução de 2.10.

Usando o método de separação de variáveis, ou seja, procurando solução da forma

u(x, t) = X(x)T (t),

obtemos, substituindo em 2.10,
X ′′

X
=
T ′

T
= −λ,

para alguma constante λ. Procuramos então funções X e T que sejam soluções, respectivamente,

de

X ∈ C2(R) limitada, X ′′ = −λX em R

e

T ∈ C2((0,∞)) ∩ C([0,∞)) limitada.

De onde segue que

X(x) = Ae
√
−λx +Be−

√
−λx,

onde A e B são constantes. Uma vez que X deve ser limitada, Re
√
−λ = 0, λ ∈ R e λ ≥ 0.

Obtemos ainda que

T (t) = Ce−λt,

para alguma constante C.

Sendo assim, para cada λ ≥ 0,

uλ(x, t) = (Aλe
i
√
λx +Bλe

−i
√
λx)e−λt.

Ou ainda, tomando λ = ξ2 com ξ ≥ 0,

uξ(x, t) = (aξe
iξx + bξe

−iξx)e−ξ
2t.

Uma vez que a famı́lia {uξ : ξ ≥ 0} não é enumerável, não podemos aplicar o Prinćıpio da Super-

posição. Uma alternativa seria procurar soluções da forma

u(x, t) =

∫ ∞
0

uξ(x, t)dξ,

que pode ainda ser escrita como

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

g(ξ)eiξxe−ξ
2tdt.
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Impondo a condição inicial obtemos

g(ξ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

u0(x)e−iξxdx,

que é uma função conhecida como transformada de Fourier de u0 (ver A.1).

A simplicidade em encontrar soluções neste caso, como foi mencionado anteriormente, se deve

em grande parte ao fato de que 2.2 é uma equação linear. O mesmo não ocorre no caso não-linear.

Na equação 2.1, tomando f não-linear, nenhum dos métodos citados acima resolvem o problema

de Cauchy.

De fato, dado, por exemplo, o seguinte problema não-linear e com condições de fronteira,

ut = uxx − uux, x ∈ (0, L), t > 0 (2.12)

u(0) = 0, u(L) = 1,

nenhuma das técnicas citadas acima é aplicável. Porém, argumentos qualitativos nos dão in-

formações acerca do comportamento das soluções de 2.12. Podemos dizer, por exemplo, que se

u ≡ u0 é um ponto de equiĺıbrio da equação, então ele é assintoticamente estável. A demonstração

deste fato e o significado da expressão assintoticamente estável serão feitas na subseção concernente

ao comportamento das soluções.

Ou seja, embora neste último exemplo talvez seja imposśıvel encontrar uma solução (na forma

fechada ou em expansão), existem meios de se obter informações acerca da equação, bem como

acerca do comportamento, existência e forma de suas soluções. Este tema será discutido adiante.

2.1.2 Existência e unicidade de soluções

Dizemos que o problema 2.5 está bem posto se ele possui uma única solução e esta depende

continuamente da condição inicial. Consideraremos agora aspectos da boa colocação do problema.

Por existência local de soluções entendemos a existência de soluções do problema de Cauchy

para uma pequena vizinhança em t da condição inicial. Já o termo existência global é reservado

para problemas cujas soluções existem para qualquer t ∈ R.

No contexto das equações de reação-difusão, um ponto fundamental é que são vistas como

equações de evolução em algum espaço de funções, ou seja, para cada t fixo, u(t) é alguma função

do espaço dado. Sendo assim, a análise da teoria de existência e unicidade de soluções do problema

de valor inicial é semelhante ao caso das EDO’s porém o espaço base, não é mais um espaço

vetorial de dimensão finita. Teoremas de existência como Picard e Peano são de grande relevância

no contexto das EDO’s, já no caso das EDP’s - lineares - contamos com teoremas como o de

Hille-Yosida e generalizações.

Uma arcabouço teórico poderoso no estudo da teoria de existência de soluções para equações

de reação-difusão - na verdade, de EDP’s, mas neste trabalho nos restringimos ao estudo deste

particular tipo de equação - é a Análise Funcional, mais precisamente o estudo dos espaços de

funções. Esta discussão, por ser o foco deste trabalho, será feita com detalhes no caṕıtulo 3.
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2.1.3 Comportamento das soluções

A teoria qualitativa, ou geométrica, das equações diferenciais ordinárias foi efetivamente estu-

dada por Poincaré e Liapunov (ver [25], [37]). E esta mesma teoria tem guiado o estudo das equações

semilineares parabólicas - em particular, das equações de reação-difusão - quando questões acerca

do comportamento global de suas soluções são levantadas.

Então, dada uma equação de reação-difusão uma análise muito importante a ser feita é a do

comportamento de longo prazo das soluções. Pode-se querer saber, por exemplo, se as soluções

convergem para um equiĺıbrio ou se irão se comportar de maneira periódica, aperiódica ou caótica.

Alguns destes regimes são capazes de dominar o comportamento das soluções em uma certa viz-

inhança. Dentre as soluções com tais regimes, o tipo mais simples é o equiĺıbrio que é estável

mesmo sob pequenas perturbações. Portanto, dado um problema de reação-difusão, é importante

encontrar e classificar seus posśıveis equiĺıbrios de acordo com suas propriedades de estabilidade.

Para muitos sistemas não-lineares a localização de um equiĺıbrio é um problema abordado

somente qualitativamente. Se parâmetros na equação podem ser variados, o aparecimento e desa-

parecimento de equiĺıbrio pode ser estudado via técnicas da teoria de bifurcação. Por se tratar de

uma teoria muito ampla e por escapar ao escopo do trabalho, nos restringimos à bifurcação de Hopf.

Para uma abordagem mais geral, sugerimos [11]. A questão da estabilidade das soluções também

está relacionada com a teoria de bifurcação. Um particular caso desta relação será discutido no

caṕıtulo 4 e, por enquanto, nos limitamos a definições e exemplos relacionados com a estabilidade

de uma solução de equiĺıbrio.

Considere o seguinte problema:

ut = ∆u+ f(u), x ∈ Ω ⊆ Rn, t > 0, (2.13)

com condições de fronteira apropriadas caso Ω 6= Rn. Suponha que u0(x) seja um equiĺıbrio de 2.13.

Nestas condições temos as seguintes definições - ou, classificação de u0(x):

Definição 1 Dizemos que u0 é um equiĺıbrio estável se, para qualquer vizinhança V de u0, existe

uma vizinhança W ⊆ V tal que qualquer solução de 2.13 que dependa do tempo e comece em W ,

permanece em V para todo t > 0. Além disso, se todas estas soluções, começando em W convergem

para u0 quando t→∞, dizemos que u0 é um equiĺıbrio localmente assintóticamente estável.

Definição 2 Dizemos que u0 é um equiĺıbrio instável se, para qualquer vizinhança V de u0, existir

uma solução de 2.13 e comece em V , mas que saia de V quando t→∞.

As definições acima podem ser dadas mais precisamente e em termos de uma métrica ou norma

em um espaço de funções que contenha as soluções. É o que faremos agora mas de maneira um

pouco superficial e com a única finalidade de motivar discussões que serão feitas no caṕıtulo 3.

Ainda com as notações acima, defina u(x, t) = u0(x)+v(x, t), onde v é uma pequena perturbação
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do equiĺıbrio u0, ou seja, v(x, 0) é arbitrariamente pequeno. Substituindo em 2.13 obtemos

vt = ∆v + fuv (2.14)

Se condições de fronteira foram aplicadas à u, condições apropriadas de fronteira também deverão

ser aplicadas a v. A equação acima, sujeita a qualquer condição de fronteira, é linear e pode ser

escrita da seguinte forma:

vt +Av = 0, (2.15)

onde A é um operador linear definido em um conjunto de funções apropriado, satisfaz condições de

fronteira possivelmente impostas e −A é dado por ∆ + fu.

O operador laplaciano pode ser definido em diversos espaços como sendo um operador linear

∆ : X −→ X, ou seja, existe uma certa arbitrariedade na escolha do espaço de funções X. Apesar

disso, ∆ não é um operador cont́ınuo (i.e., limitado) e está, portanto, definido em domı́nio D(∆),

que, se bem escolhido, será denso em X.

Com intuito de definir estabilidade em termos de normas em um espaço normado, consideramos

∆ de modo que o espaço X seja de Banach e que D(A) seja um subconjunto denso de X. Veremos

mais adiante que, usualmente, este pode ser o L2(Ω) ou algum espaço chamado de Sobolev, a ser

discutido mais adiante neste trabalho.

Reformulando as definições acima, ainda com as mesmas notações, temos

Definição 3 Dizemos que u0 é um equiĺıbrio estável se, para toda constante positiva M , existir uma

constante N com 0 < N ≤ M tal que ‖u(x, 0)− u0(x)‖ = ‖v(x, 0)‖ ≤ N implica que ‖u0 − u‖X =

‖v‖X ≤M para todo t > 0. Se além disso, ‖v‖X → 0, quando t→∞, dizemos que u0 é localmente

assintoticamente estável.

Definição 4 Dizemos que u0 é um equiĺıbrio instável se u0 não for estável.

Existem resultados muito importantes que nos dão informações acerca da estabilidade de uma

solução de equiĺıbrio de uma equação de reação-difusão. Apresentaremos um deles agora, em uma

formulação bastante simples e que será generalizada no caṕıtulo seguinte.

Teorema 1 Sejam Ω um compacto e o problema 2.13 com a condição de fronteira

u|∂Ω = C,

onde C é uma constante e ∂Ω denota a fronteira de Ω. Então, o equiĺıbrio u0 é assintoticamente

estável se, e somente se, existir β > 0 tal que Re(λ) ≥ β, para todo λ tal que (λI −A)−1 não seja

uma função limitada e invert́ıvel 2 em Ω.

2Ao conjunto de tais λ’s chamaremos o espectro de A. Este conjunto receberá grande atenção no que segue neste
trabalho e será mencionado em exemplos seguintes.
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Não faremos a demonstração agora, uma vez que uma versão mais geral do mesmo teorema

será discutida no caṕıtulo 3. Segue abaixo um exemplo de problema de reação-difusão, para o qual

gostaŕıamos de determinar o comportamento das soluções na vizinhança de um ponto de equiĺıbrio,

mas que abordaremos apenas de maneira qualitativa. Mais precisamente, usaremos o teorema

acima afim de estudar o comportamento da função a longo prazo.

Exemplo 2 Considere o seguinte problema, em Ω = [0, 10]

ut = uxx + f(u), x ∈ (0, 10), t > 0 (2.16)

ux(0) = ux(10) = 0, t > 0,

onde f é uma função de classe C∞ e possui u0 como raiz. Claramente u ≡ u0 é um ponto de

equiĺıbrio. Linearizando em u ≡ u0, temos

vt = vxx + fu(u0)v, x ∈ (0, 10), t > 0 (2.17)

vx(0) = ux(10) = 0, t > 0.

Neste caso, o operador A : D(A)→ X é dado por

Av = −vxx − fu(u0)v

e seu domı́nio é dado pelo conjunto de funções em H2(Ω) ∩H0
1 (Ω), e, portanto, v(0) = v(10) = 0.

Tomamos X = L2(Ω) e usamos a norma de X. Como queremos encontrar o espectro de A, devemos

resolver o seguinte problema

− φxx − fu(u0)φ, (2.18)

φx(0) = φx(10) = 0. (2.19)

Como soluções obtemos as seguintes autofunções, com seus respectivos autovalores

φn = cos
nπx

10
e λn = −fu(u0) +

n2π2

100
, n = 1, 2, 3.... (2.20)

Então, de acordo com o teorema 1, u ≡ u0 será um equiĺıbrio assintoticamente estável, se fu(u0) <
n2π2

100 , para n = 1, 2, ..., ou seja, se fu(u0) < π2

100 . Caso fu(u0) > π2

100 , então u ≡ u0 será um

equiĺıbrio instável.

O exemplo não linear dado na subseção de problemas de Cauchy pode ser analisado também

através do teorema acima. Basta observar que, se u ≡ u0 é um ponto de equiĺıbrio da equação 2.13,

então ele satisfaz a equação

(u0)x =
u2

0 + α

2
,

para alguma constante real α. Em seguida, deve-se encontrar uma expressão para u0 e a equação
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linearizada em u0, e depois é só proceder como no exemplo anterior.

Um comportamento bastante interessante de soluções de sistemas de reação-difusão envolve a

formação de padrões, que consiste na aparição de estruturas regulares no sistema após um certo

tempo. Tais padrões podem ser do tipo estáticos ou dinâmicos. Existem diversos tipos de padrões

envolvidos em sistemas de reação-difusão em duas dimensões. Um particular tipo é o chamado

padrão oscilatório que envolve, em particular, uma formação de padrão conhecida como ondas

viajantes. Uma das propriedades mais importantes de sistemas parabólicos não-lineares é o fato de

admitirem soluções deste tipo.

2.2 Ondas viajantes

Muitos fenômenos em contextos f́ısicos e biológicos podem ser modelados por ondas viajantes.

Como exemplos, podemos citar reações qúımicas oscilatórias e impulsos nervosos. Este tipo de

solução faz parte de uma classe muito importante de soluções de equações de reação-difusão. O

que se deve principalmente ao fato de que problemas deste tipo podem ser tratados como equações

diferenciais ordinárias. O que não implica que o problema se torne trivial.

2.2.1 Definição e exemplos

Estaremos interessados, principalmente no caṕıtulo 4, em um particular tipo de ondas viajantes,

a saber, ondas viajantes periódicas. Uma caracteŕıstica interessante deste particular tipo de soluções

consiste na sua similaridade entre o tempo e o espaço. Mais precisamente, se olharmos o sistema em

tempo fixo t por toda a dimensão espacial, observaremos o mesmo comportamento caso tivessemos

fixado um ponto x no espaço e verificado sua evolução durante o tempo - supondo que x ∈ R.

Em ambos os casos, teremos um comportamento periódico. A distância entre os picos periódicos

representa o comprimento de onda das ondas viajantes no primeiro caso (ao longo do espaço) e a

frequência para o segundo caso (ao longo do tempo).

Se uma solução u(x, t) representa uma onda viajante, a forma da solução será a mesma para

qualquer tempo t e a velocidade de propagação desta tal forma será constante, e denotada por c.

Formalmente, uma solução do tipo onda viajante é da forma

u(x, t) = u(n.x+ ct) = v(z), z = n.x+ ct, (2.21)

onde n é um vetor unitário em Rn e c, como foi dito, é uma constante real. A solução acima

representa uma onda viajante u(x, t) que viaja em Rn com velocidade constante c no sentido do

vetor −n.

Fixando, a prinćıpio, t = t1 e x ∈ Rn, obtemos o hiperplano H1 : n.x = d1, no qual a função u

é constante e igual a u1. Para t = t2 > t1, existe d2 ∈ R tal que a função u é constante e igual a u1

no hiperplano H2 : n.x = d2. Então, como v(d1 + ct1) = v(d2 + ct2), temos d1 + ct1 = d2 + ct2, uma

vez que a existência e unicidade de soluções em problemas autônomos é garantida. E , portanto,

d2 = d1 − c(t2 − t1).
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Assim, observando que d1 é a distância do hiperplano n.x = d1 à origem, conclúımos que a onda,

de fato, viaja na direção −n. Este é apenas um argumento geométrico mas que ilustra bem a

dinâmica deste tipo de solução (ver 2.1).

Figura 2.1: Dinâmica da solução u = u1 para t = t1 e t = t2 > t1 fixo.

Ao contrário da equação da onda linear, que é hiperbólica e propaga qualquer padrão de onda

com uma velocidade fixa, equações de reação-difusão permitem somente certos padrões de ondas se

propagarem, cada uma com sua velocidade caracteŕıstica.

Dada a equação

ut = ∆u+ f(u), (2.22)

se procuramos por soluções do tipo ondas viajantes, a definição sugere alguns aspectos posśıveis

para u; por exemplo, a forma u(x, t) = v(x− ct). Substituindo na equação acima, vemos que v não

pode ser uma função arbitrária, mas deve ser solução da seguinte EDO:

vzz + cvz + f(v) = 0, (2.23)

que pode ser reduzida a um sistema de primeira ordem

vz = p (2.24)

pz = −cp+ f(v).

Então, o estudo das soluções do problema 2.22 se reduz ao estudo das trajetórias - ou do retrato

de fases - do sistema 2.243.

Mostraremos agora, através de um exemplo, a importância do argumento acima no estudo das

soluções de ondas em equações de reação-difusão. Iremos deduzir qualitativamente a existência e

unicidade de ondas através de um retrato de fases constrúıdo como acima.

Exemplo 3 Considere a seguinte equação

ut = ∆u+ f(u), (2.25)

onde f é uma função que tem como ráızes pelo menos os pontos 0, a e 1, e cujo esboço é dado

3Ver, por exemplo, [16] e [36].
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pela figura 2.2. Além disso a é uma constante real pertencente a (0, 1). Procuramos por soluções

da forma u(x, t) = v(n.x+ ct), então, como foi feito acima, v satisfaz a equação

vzz − cvz + f(v) = 0, (2.26)

e, portanto, o seguinte sistema

vz = p (2.27)

pz = cp− f(v).

Figura 2.2: Esboço de f .

Observe que u ≡ 0, u ≡ a e u ≡ 1 são pontos de equiĺıbrio da equação 2.26. Observamos ainda

que o primeiro e o último são instáveis. Usando o mesmo argumento do exemplo anterior, obtemos

um operador linear para u ≡ 0 e outro para u ≡ 1, A0 e A1 respectivamente, idênticos àqueles do

mesmo exemplo.

Para que tenhamos de fato uma solução de onda limitada, iremos procurar por uma solução

v que conecte estes dois equiĺıbrios - de acordo com o argumento qualitativo feito na definição de

ondas viajantes - para que, assim, um possa substituir o outro a medida em que a onda se propaga

em Rn. Isto implica que devemos ter

v → 0, se z → −∞ e v → 1, se z →∞.

Vamos supor, a prinćıpio, c = 0. Então, uma integral primeira para o sistema

vz = p (2.28)

pz = −f(v).
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é dada por

E(p, v) =
p2

2
+

∫ v

0
f(u)du.

De fato, ao longo das órbitas de 2.28 temos Ez = ppz + f(v)vz = −pf(v) + f(v)p = 0, ou seja, E

é constante ao longo de cada órbita de 2.28, além disso, E não é constante em nenhum aberto de

seu domı́nio.

Vamos agora esboçar o plano de fases (v, p) e tentar encontrar v que satisfaça as propriedades

requeridas. Antes disso, faremos a seguinte hipótese:
∫ 1

0 f(u)du > 0. Caso ela não seja satisfeita,

basta fazer a mudança de coordenadas u 7−→ 1− u. Observe que com esta hipótese obtemos∣∣∣∣∫ a

0
f(u)du

∣∣∣∣ < ∫ 1

a
f(u)du

e, portanto, existe b ∈ (a, 1) tal que
∫ b

0 f(u)du = 0. Observe também que, como as órbitas são

dadas por E(p, v) = p2

2 +
∫ v

0 f(u)du = k, com k constante, então p = ±
√

2k − 2
∫ v

0 f(u)du. O que

significa que a representação das soluções é simétrica em relação ao eixo v.

Feitas estas observações podemos prosseguir com o propósito de obter o retrato de fases de 2.28.

Vamos, a prinćıpio, encontrar a órbita que passa pela origem de (v, p). Ela é dada por E = k1,

onde k1 = 02

2 +
∫ 0

0 f(u)du = 0. Então, a órbita que sai da origem cruza o eixo v em (b, 0), já que
02

2 +
∫ b

0 f(u)du = 0 e, devido a expressão obtida de E = k, isto acontece no sentido indicado na

figura 2.3.

Figura 2.3: Retrato de fase para a equação 2.26, caso c = 0.

Vamos agora encontrar a órbita E = k2 que passa por (1, 0). Devemos ter

k2 =
02

2
+

∫ 1

0
f(u)du =

∫ 1

0
f(u)du > 0,

além disso, esta mesma órbita cruza o eixo p em (0,
√

2
∫ 1

0 f(u)du) - e, é claro que
√

2
∫ 1

0 f(u)du >

0. É possivel obter ainda o seguinte fato: a órbita que passa por (a, 0) é dada por E =
∫ a

0 f(u)du =
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k0 e, na verdade, só contém este ponto.

Conclúımos, dos argumentos acima, que a variedade instável de (0, 0), W u(0, 0), não contém

o ponto (1, 0). Então, para c = 0 não existe uma solução v como a procurada. Partindo do fato

de que as órbitas no plano de fases variam continuamente à medida que variamos c, tentaremos

encontrar algum valor de c para o qual a variedade instável de (0, 0) coincida com a variedade

estável de (1, 0), ou seja, W u(0, 0) = W s(1, 0). Pois assim, teŕıamos

(v, vz)→ (0, 0), se z → −∞ e (v, vz)→ (1, 0), se z →∞,

e, portanto,

v → 0, se z → −∞ e v → 1, se z →∞,

como queŕıamos.

Considere um ponto (v0, p0) qualquer no primeiro quadrante. Então a inclinação da órbita que

passa por este ponto é dada por

dp

dv
(v0, p0) =

cp0 − f(v0)

p0
= c− f(v0)

p0
,

o que significa que, à medida que c cresce, para cada ponto v, a inclinação das soluções, com relação

ao mesmo eixo v, também deverá crescer. Um esboço deste fato é apresentado na figura 2.4. Isso

acontece porque a inclinação das órbitas é uma função crescente em c. Então, conforme c cresce, a

variedade instável W u(0, 0) se move de modo tal que existirá um único valor de c, que denotaremos

por c0, para o qual ela contém o ponto (1, 0). Observe também que k0 < k1 < k2, o que não

contradiz o que foi dito anteriormente a respeito da relação entre a inclinação das órbitas e o valor

de c.

Figura 2.4: Esboço da variedade instável Wu(0, 0) para distintos valores de c.

Observamos inicialmente que b = b(c) é uma função cont́ınua e crescente de c. Além disso,

existe um valor de c - suponha c = c0 -, para o qual b(c0) > 1. Sendo assim, ou ainda, utilizando

um argumento geométrico, análogo ao que foi feito acima, é possivel dizer que para valores de c

menores do que c0, W u(0, 0) cruza o eixo v em algum ponto v < 1, ao passo que para valores de c

maiores do que c0, W u(0, 0) nunca cruzará o mesmo eixo.
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Deduzimos então a existência e unicidade de onda viajante, limitada pelos equiĺıbrios u ≡ 0 e

u ≡ 1, como solução de 2.26.

2.2.2 Classificação e existência de ondas

As soluções de ondas estudadas até agora eram de um particular tipo, conhecido como ondas

planas - ou ondas em uma dimensão -, que são aquelas que se movem em Rn em uma direção fixa,

com simetria por translação em qualquer direção perpendicular àquela do movimento. Este tipo

de solução de onda é o mais simples e já foi amplamente estudado.

Ondas descritas por sistemas de reação-difusão se dividem em várias classes. Segue abaixo um

breve comentário a este respeito.

Em geral as ondas se dividem em duas principais classes: a de ondas estácionárias e a de ondas

periódicas, ainda que padrões distintos destes ainda sejam encontrados. Como exemplo podemos

citar ondas do tipo espiral - ou rotating - e do tipo target.

As ondas estácionárias por sua vez, se dividem em ondas planas e ondas multidimensionais. Já

as ondas periódicas se subdividem em ondas em uma dimensão, em duas dimensões, ondas do tipo

spinning, ondas simétricas, ondas radiais e alguns outros tipos com estruturas mais complexas.

Não entraremos em detalhes a respeito das classes acima já que o foco deste trabalho recai em

ondas planas, para o leitor interessado em uma classificação mais detalhada sugerimos [1]. Vamos

nos restringir ao estudo deste particular tipo de ondas, que também se divide em alguns tipos, a

saber:

(i) Wave fronts - são soluções v(z) da equação 2.23 tais que existem os limites

lim
z→+∞

v(z) = v+ e lim
z→−∞

v(z) = v−, (2.29)

e além disso, v+ 6= v−. Como exemplo deste tipo de solução podemos citar aquela obtida no

exemplo 2 acima - para a qual v+ = 1 e v− = 0.

(ii) Pulses - são soluções de 2.23 tais que os limites em 2.29 existem mas v+ = v−. Em geral estas

soluções aparecem em equações de propagação de impulsos nervosos, conhecidas como equações de

Hodgkin-Huxley e são da forma.

Figura 2.5: v+ = v−.

(iii) Ondas periódicas no espaço - são soluções de 2.23 tais que v(z) é uma função periódica.

Tais soluções aparecem em problemas de cinética qúımica e também equações de propagação de
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impulsos nervosos. Este tipo de solução corresponde a ciclos limites do retrato de fases obtidos do

sistema 2.24.

Para deduzir a existência - e unicidade - de soluções de ondas nos exemplos anteriores, reduzimos

sistemas de segunda ordem a sistemas de EDO de primeira ordem e argumentamos de maneira

qualitativa através de um retrato de fases. Isto foi posśıvel pois tratavam-se de ondas em uma

dimensão, para casos mais gerais existem outros tipo de métodos para provar a existência de ondas

viajantes.

Diversos trabalhos se dedicaram ao estudo da existência de ondas em sistemas parabólicos e neles

diferentes métodos foram empregados. Mas, correspondem basicamente a três tipos de abordagens.

Alguns têm como ferramenta métodos topológicos. Vamos citar, em particular, o método de

Leray-Schauder que, grosseiramente falando, consiste na construção de uma deformação cont́ınua4

de um dado sistema para outro cujas soluções existem e possuem propriedades requeridas.

Outro método amplamente usado - inclusive neste trabalho - é baseado no estudo de retrato

de fases. Neste caso, a prova da existência de ondas se reduz à prova da existência de trajetórias

correspondentes ao tipo de solução de ondas procurada. Por exemplo, para wave fronts ou pulses

procuramos trajetórias que conectem os pontos (v+, 0) e (v−, 0), já ondas periódicas correspondem

a ciclos limites.

O último método, que envolve teoria de bifurcações, é, em geral, utilizado para se detectar a

existência de ondas viajantes. Mas pode também ser usado no caso de ondas multidimensionais.

A construção e o estudo de soluções de ondas para sistemas parabólicos não-lineares é uma área

de grande interesse, não somente pelas aplicações das ondas em si, mas também por serem um

instrumento importante para um melhor entendimento de fenômenos em domı́nios extensos, onde,

pelo menos localmente, o comportamento se assemelha ao de ondas viajantes. Discutiremos na

próxima subseção uma aplicação bastante consolidada na literatura que, ao passo que aborda um

fenômeno relacionado a populações ćıclicas, na seara da biologia, fornece um exemplo consistente

do alcance da modelagem baseada nos termos discutidos até aqui.

2.2.3 Ondas viajantes periódicas em populações ćıclicas

Ao longo da última década, diversos estudos de campo abordando populações com ciclos pluri-

anuais detectaram ondas viajantes periódicas. Isto significa que os estudos indicaram que os ciclos

diferem de fase em locais distintos de tal forma que um pico de densidade em um local ocorre

simultaneamente com um poço em outro. Ou ainda, a densidade da população varia periodicamente

em uma direção espacial, assim como em tempo, de forma que, quando combinadas, aparentam

uma onda.

A velocidade desta ’onda’ é dada pela razão entre os peŕıodos em relação ao tempo e ao espaço.

O peŕıodo em t é dado pelo número de anos de um ciclo completo de uma população em um ponto

fixo do espaço, já o peŕıodo em relação ao espaço x é dado pelo comprimento de onda.

Existem diversos métodos de análise estat́ıstica para se detectarem ondas periódicas neste con-

texto. Um passo comum - e elementar - a eles consiste em estimativas do tamanho da população,

4Na verdade, esta deformação é uma homotopia entre sistemas dinâmicos. Para maiores detalhes, ver [1].
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em diferentes pontos do espaço, ao longo do tempo. É também posśıvel prever cenários nos quais

ocorrem ondas periódicas e, inclusive, a relevância ecológica deste comportamento em populações

animais. Entretanto, uma vez que o foco deste trabalho não reside sobre tais métodos, nem tam-

pouco sobre seu desenvolvimento ou aplicação, indicaremos [1] ao leitor interessado e fecharemos

este caṕıtulo com a introdução do modelo sobre o qual este trabalho versará nas próximas páginas.

Considere duas populações ćıclicas, com densidades u e v. Um modelo de reação-difusão mais

simples envolvendo-as é dado por

ut = D1(uxx + uyy) + f1(u, v) (2.30)

vt = D2(uxx + uyy) + f2(u, v),

onde x e y são coordenadas espaciais, t denota tempo e D1, D2 são constantes. Além disso, devemos

assumir que as dinâmicas locais de f1, f2 são tais que as equações

ut = f1(u, v) e vt = f2(u, v) (2.31)

possuem uma solução periódica estável, que oscila de cada lado de um estado estacionário coexis-

tente. Esta hipótese se deve ao fato de que o modelo se refere a densidade de populações ćıclicas,

mas isto ficará mais claro na última seção do caṕıtulo ??, quando verificamos a existência de ondas

viajantes periódicas para um particular modelo de reação-difusão.

Como fora dito no caṕıtulo anterior, um de nossos principais objetivos é propor um teorema de

existência e unicidade para 2.30 sujeito a condição inicial

u(0) = u0, v(0) = v0, (2.32)

onde u0 e v0 são, a prinćıpio, funções abritrárias definidas em R2, e estudar a estabilidade de

posśıveis soluções. Para tanto, alguns elementos da Análise Funcional, em particular da Teoria dos

Operadores são necessários. Em função desta necessidade, o próximo caṕıtulo versará sobre este

tema, fornecendo os elementos para a discussão seguinte.



Caṕıtulo 3

Teoria de semigrupos e o problema de Cauchy abstrato

O objetivo deste caṕıtulo é discutir a teoria de semigrupos de operadores lineares em espaços de

Banach e suas aplicações à teoria das equações diferenciais1. Um dos pré-requisitos para o estudo

deste tema envolve conceitos elementares da teoria espectral de operadores lineares. Neste sentido,

introduzimos algumas definições e fatos a este respeito2.

3.1 Teoria Espectral de Operadores Lineares

3.1.1 Conceitos e resultados básicos da teoria espectral

Sejam X 6= {0} um espaço normado complexo e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear com

domı́nio D(A). Associamos a cada λ ∈ C o operador

Aλ = A− λI, (3.1)

onde I é o operador identidade em D(A). As propriedades do operador Aλ dependem claramente

de λ e a teoria espectral versa basicamente sobre o estudo de tais propriedades. O operador inverso

- ou, simplesmente inversa - de Aλ, que denotaremos por Rλ e chamaremos de operador resolvente,

pode ou não existir. Caso exista, o próximo passo é estudarmos sua continuidade e sobrejetividade.

Neste sentido introduziremos algumas definições.

Definição 5 Seja X um espaço vetorial normado e D um subconjunto de X. Diremos que D é

denso em X se para todo x ∈ X e todo ε > 0, a interseção

D
⋂
Bε(x)

for não vazia.

Definição 6 Sejam X 6= 0 um espaço normado complexo e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador

linear com domı́nio D(A). O conjunto

ρ(A) = {λ ∈ C | Rλ existe, é cont́ınua e está definida em um subconjunto denso de X }
1Sugerimos o clássico [29] ao leitor interessado em uma abordagem diferente envolvendo a teoria espectral dos

operadores lineares e aplicações.
2Para mais detalhes acerca dos operadores lineares e algumas aplicações envolvendo semigrupos sugerimos [12].

21
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(3.2)

é chamado conjunto resolvente de A. Seu complementar no plano complexo C, que denotaremos

por σ(A), é chamado espectro de A.

Definição 7 O conjunto dos autovalores, ou valores próprios, de A é dado por

V P (A) = {λ ∈ C | @ Rλ}. (3.3)

Sendo A, como nas definições anteriores, um operador linear e cont́ınuo, obtemos

V P (A) = {λ ∈ C | N(A− λI) 6= {0}}, (3.4)

onde N(A − λI) corresponde ao núcleo do operador A − λI. Um ponto x ∈ N(A − λI) \ {0}
é chamado autovetor - ou vetor-próprio - de A associado ao autovalor λ. O subespaço de D(A)

formado pelos autovetores associados ao autovalor λ e pelo vetor nulo de X é chamado autoespaço

de A associado ao autovalor λ.

Dado este conjunto de definições, passaremos agora a uma discussão acerca das propriedades do

conjunto espectral de A. Sendo σ(A) o complementar de ρ(A) em C, ele é naturalmente dividido

em três conjuntos disjuntos, a saber:

(i) o espectro pontual σp(A) é conjunto dos λ′s ∈ σ(A) tais que Rλ não existe.

(ii) o espectro cont́ınuo σc(A) é conjunto dos λ′s ∈ σ(A) tais que Rλ existe mas não é cont́ınuo.

(iii) espectro residual σr(A) é conjunto dos λ′s ∈ σ(A) tais que Rλ existe (cont́ınua ou não) mas

não está definida em um conjunto denso de X.

Em alguns casos nem todos os conjuntos acima são não-vazios. Por exemplo, se dimX < ∞
temos σc(A) = σr(A) = ∅, pelo Teorema do Núcleo e Imagem3. Para tornar os conceitos acima um

pouco mais claros apresentaremos um exemplo.

Exemplo 4 Considere o conjunto

X = l2(C) = {(xn)n ∈ CN |
∑
n∈C
|xn|2 <∞}, (3.5)

com a norma ‖(xn)n‖l2(C) = (
∑

n∈N |(xn)|2)
1
2 , e o operador A : X ⊂ X −→ X dado por (xn)n 7−→

( xn
n+1)n. Então 0 ∈ σc(A). De fato, já que o núcleo de N(A) só contém a seqüência identicamente

nula, A é injetor e além disso sua imagem é densa em X e R(A) 6= X, pois dada a seqüência

( 1
n+1) ∈ X não existe nenhum (xn)n ∈ X tal que A((xn)n) = ( 1

n+1)n.

Uma das propriedades do conjunto resolvente que será largamente utilizada neste trabalho é a

igualdade

ρ(−A) = −ρ(A),

3Para uma exposição elementar do teorema do Núcleo e Imagem, remetemos o leitor ao texto de álgebra linear de
Hoffman e Kunze [18]
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que pode ser obtida a partir de duas inclusões bastante simples a partir da definição de ρ.

Definição 8 Sejam A um conjunto e K o corpo escalar. Considere as operações

+ : A×A −→ A,

• : A×A −→ A

e

· : K×A −→ A.

Se, para todo x, y, z ∈ A e para todo α ∈ K

1. (A,+, ·) é um espaço vetorial;

2. x • (y • z) = (x • y) • z;

3. x • (y + z) = (x • y) + (x • z) e (x+ y) • z = (x • z) + (y • z) e

4. α · (x • y) = (α · x) • y = x • (α · y)

diremos que (A,+, ·) = A é uma álgebra. Se for A 6= {0} e houver e ∈ A tal que

e • x = x • e = x,

para todo x ∈ A, diremos que A é uma álgebra com unidade. Mais ainda, se ‖·‖ é uma norma no

espaço vetorial (A,+, ·) tal que para todo x y ∈ A tem-se que

‖x • y‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ ,

então A diz-se uma álgebra normada. Por fim, se A for um espaço completo sob a norma, dizemos

que A é uma álgebra de Banach.

Lema 1 Seja A uma álgebra de Banach com unidade e. Então, para cada a ∈ A com ‖e− a‖ < 1

existe a−1 ∈ A. Além disso,

a−1 =

∞∑
n=0

(e− a)n

e ∥∥a−1 − e
∥∥ ≤ ‖e− a‖

1− ‖e− a‖
.

Não apresentaremos a demonstração deste lema aqui. Indicamos ao leitor os livros de Megginson

[32] e Kreyszig [30].

Consideramos no resultado seguinteA como sendo o conjunto dos operadores lineares e limitados

A : X −→ X equipado com a composição e funções como operação e cuja unidade coincide com o

operador identidade no espaço de BanachX.
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Corolário 1 Sejam X um espaço de Banach e A : X −→ X um operador linear e limitado tal que

‖I −A‖ < 1. Então a inversa de A existe, é linear e limitada. Além disso,

A−1 =
∞∑
n=0

(I −A)n

e ∥∥A−1 − I
∥∥ ≤ ‖I −A‖

1− ‖I −A‖
.

Teorema 2 Seja X um espaço de Banach sobre C e A : X −→ X um operador linear e limitado,

então

{λ ∈ C : |λ| > ‖A‖} ⊂ ρ(A)

e

(λI −A)−1 =

∞∑
n=0

An

λn+1

para todo λ ∈ C com |λ| > ‖A‖ .
Demonstração. Seja λ ∈ C tal que |λ| > ‖A‖. Definimos Bλ = I − 1

λA. É claro que Bλ é um

operador linear e limitado em X. De onde obtemos que

‖I −Bλ‖ =

∥∥∥∥ 1

λ
A

∥∥∥∥ =
1

|λ|
‖A‖ < 1.

Segue então, do corolário 1, que a inversa de Bλ existe, é dada por

B−1
λ =

∞∑
n=0

(I −Bλ)n

e é um operador linear e limitado. Escrevendo λI −A = λ(I − 1
λA), obtemos

(λI −A)−1 =
1

λ

(
I − 1

λ
A

)−1

=
1

λ
B−1
λ ,

que é também um operador linear e limitado. Portanto, λ ∈ ρ(A) e

(λI −A)−1 =
1

λ

∞∑
n=0

(I −Bλ)n =
1

λ

∞∑
n=0

An

λn
=
∞∑
n=0

An

λn+1
.

3.1.2 Operadores fechados

Estudaremos agora um particular tipo de operador linear, conhecido como operador fechado.

Apresentaremos algumas definições e em seguida passaremos a alguns resultados.
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Figura 3.1: Ilustração de uma conseqüência da inclusão {λ ∈ C : λ > ‖A‖} ⊂ ρ(A).

Definição 9 Sejam X um espaço de Banach4 sobre um corpo K e A : D(A) −→ X, com D(A) ⊂
X, um operador linear. Dizemos que A é fechado se seu gráfico

G(A) = {(x, y) ∈ X ×X; x ∈ D(A) e y = Ax}

for um subespaço fechado de X ×X.

Observe que, dizer que um operador linear A é fechado, é equivalente a dizer que, dada qualquer

seqüência (xn) em D(A), com xn → x e Axn → y, então x ∈ D(A) e y = Ax. De fato, se A é

fechado, dada qualquer seqüência (xn, Axn) em G(A) com (xn, Axn) → (x, y), então deve-se ter

(x, y) ∈ G(A), ou seja, x ∈ D(A) e y = Ax. A rećıproca é óbvia. Note ainda que, o gráfico de um

operador linear é sempre um subespaço, o que não é necessariamente verdade para o caso de uma

aplicação qualquer - p.e., (2, 4) + (3, 9) = (5, 13)(5, 52). Logo, o gráfico de f(x) = x2, definida em

R, com valores em R não é um subspaço de R× R.

Definição 10 Dado um espaço de Banach X e denotando o fecho de G(A) por G(A), um operador

linear A : D(A) ⊂ X −→ X é dito fechável se (0, y) ∈ G(A) implicar y = 0.

Nas condições da definição acima, dizer que A é fechável é equivalente a dizer que G(A) é o

gráfico de um operador fechado. Neste caso, dizemos que este último operador é o fecho de A e,

em geral, ele é denotado por A 5. A proposição que segue é mais uma equivalência da definição 9

e sua demonstração é obtida diretamente desta mesma definição.

Proposição 1 Dado um espaço de Banach X, então um operador linear A : D(A) ⊂ X −→ X é

fechável se, e somente se, para toda seqüência xn ∈ D(A), com xn → 0 e Axn → y, tivermos y = 0.

Demonstração. Assumimos inicialmente que A é um operador fechável. Consideramos então

uma seqüência xn ∈ D(A) tal que xn → 0 e Axn → y, para algum y ∈ Y . Assim, obtemos que

4Em caráter de recordação, mencionamos que um espaço vetorial normado é dito um espaço de Banach se for
completo sob sua norma, i.e., se toda sua seqüência de Cauchy for convergente.

5Não usaremos esta notação neste trabalho por uma questão de conveniência. No próximo caṕıtulo estudaremos
um operador A que é, na verdade, o fecho do operador que chamaremos B0 ×B0
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(xn, Axn) ∈ G(A) e, como conseqüência, que (0, y) ∈ G(A), uma vez que (xn, Axn) → (0, y). De

acordo com a definição de A, temos ainda que G(A) = G(A) e, portanto, 0 = A0 = y.

Reciprocamente, suponha que, para toda seqüência xn ∈ D(A), com xn → 0 e Axn → y,

deve-se ter que y = 0. Além disso, G(A) é um subspaço linear de X × Y . Considerando algum

elemento (0, y) ∈ G(A), temos que existe uma seqüência xn ∈ D(A) tal que xn → 0 e Axn → y.

De onde obtemos, que y = 0. Afirmamos então que para todo x ∈ X deve existir no máximo

um elemtento y ∈ Y de modo que (x, y) ∈ G(A). De fato, suponha que existam y, y′ ∈ Y tais

que (x, y), (x, y′) ∈ G(A). Sendo G(A) um subspaço, teŕıamos (0, y − y′) ∈ G(A), o que seria um

absurdo, já que y − y′ 6= 0. Podemos então definir o operador A como sendo Ax = y onde y é

tal que (x, y) ∈ G(A). Segue que A é um operador linear e G(A) = G(A), uma vez que G(A) um

subespaço linear.

Seguem uma proposição e dois lemas acerca das propriedades de um operador linear fechável.

Proposição 2 Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear injetor

e R(A) sua imagem. Então A é fechável se, e somente se, A−1 : R(A) −→ X é fechável.

Demonstração. Suponha que A : D(A) −→ R(A) seja fechável. Para mostrar que A−1 também

é fechável, tomaremos uma seqüência yn em R(A), com yn → 0 e A−1
n → x, e mostraremos que

x = 0. Como, para cada n, yn ∈ R(A) então existe xn ∈ D(A) tal que xn = A−1yn. Considerando

a seqüência (xn − x)n, temos

xn − x = A−1yn − x→ 0,

então, como A é fechável A(xn − x)→ 0. Por outro lado,

A(xn − x) = Axn −Ax→ Ax,

já que Axn = yn → 0. Logo Ax = 0 e, sendo A um operador linear e injetor, conclúımos que x = 0.

Lema 2 Dado um operador linear A : D(A) ⊂ X −→ X, se o conjunto resolvente ρ(A) for não

vazio, então A é fechável.

Demonstração. Sendo ρ(A) 6= ∅, existe algum λ no corpo K tal que: λI−A é injetor, R(λI −A) =

X e (λI − A)−1 é limitado. Mostraremos que (λI − A)−1 é fechável e, da proposição anterior,

concluiremos que (λI − A) também é fechável. Com isso obtemos, diretamente da definição, que

A é fechável. A fim de provarmos que (λI − A)−1 : R(λI − A) −→ X é fechável, tomaremos uma

seqüência xn em R(λI − A), com xn → 0 e (λI − A)−1(xn) → y. Nosso objetivo é mostrar que

y = 0. De fato, sendo (λI − A)−1 um operador cont́ınuo, (λI − A)−1(xn) → 0. Pela unicidade do

limite, obtemos y = 0.

Lema 3 Sejam A0 : D(A0) ⊂ X −→ X um operador linear e A : D(A) ⊂ X −→ X o seu fecho.

Se A0 for fechável, então ρ(A0) = ρ(A).
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Demonstração. Considere inicialmente algum λ arbitrário em ρ(A), então λI − A é injetor,

R(λI −A) = X e (λI − A)−1 : R(λI − A) −→ X é limitado. Sendo A o fecho de A0, valem as

seguintes afirmações: D(A0) ⊆ D(A) e Ax = A0x, se x ∈ D(A0). De onde obtemos, juntamente

com as hipóteses acima, que (λI−A0)−1 : R(λI−A0) −→ X é limitado e (λI−A0) é injetor. Resta

mostrar que R(λI −A0) = X. Então, considere um elemento y em X e x = (λI − A)y. Obtemos,

ainda pelo fato de A ser o fecho de A0, que existe uma seqüência xn em D(A0) com xn → x e

(λI −A)xn → y. Portanto,

y = lim
n→∞

(λI −A0)xn, onde (λI −A0)xn ∈ R(λI −A),

e conclúımos que ρ(A) ⊆ ρ(A0).

Para provar que a inclusão contrária também é válida, tomaremos λ ∈ ρ(A0). Então λI − A0 é

injetor, R(λI −A0) = X e (λI − A0)−1 : R(λI − A0) −→ X é limitado. Seja x ∈ D(A) tal que

(λI −A)x = 0. Se provarmos que x = 0, estará assim garantida a injetividade de (λI −A), já que

este é um operador linear. Sabemos, pela definição do operador A, que existe uma seqüência xn em

D(A0) tal que xn → x e que (λI − A0)xn → 0. Sendo (λI − A0)−1 um operador cont́ınuo, temos

que

(λI −A0)−1(λI −A0)xn → 0.

Portanto, x = 0. A afirmação de que R(λI−A) é denso em X, segue diretamente dos seguintes fatos:

R(λI−A) é um conjunto fechado em X - pela definição do operador A -, R(λI−A0) ⊆ R(λI−A) e

R(λI −A0) = X. Finalmente, dado y ∈ R(λI−A), mostraremos (λI−A) é cont́ınuo em y. Sabemos

que existe uma seqüência yn em R(λI−A0) tal que yn → y e (λI−A0)−1yn → (λI−A)−1y. Segue

que ∥∥(λI −A)−1y
∥∥ =

∥∥∥ lim
n→∞

(λI −A0)−1yn

∥∥∥ ≤ lim
n→∞

∥∥(λI −A0)−1
∥∥ ‖yn‖ = M ‖y‖ ,

onde M =
∥∥(λI −A0)−1

∥∥. Observe que usamos o fato de que a norma e (λI − A0)−1 são funções

cont́ınuas. Conclúımos então que λ ∈ ρ(A), de onde segue o resultado.

3.1.3 Operadores adjuntos, simétricos e auto-adjuntos

Sejam X e Y espaços normados. Denotaremos por L(X,Y ) o conjunto dos operadores lineares

e cont́ınuos A : X ←− Y e por X∗ o conjunto dos funcionais lineares φ : X −→ K, onde K é um

corpo, ou seja, o espaço dual de X. Dado x∗ ∈ X∗, denotaremos o seu valor em um vetor x ∈ X,

ou seja, a sua ação sobre o ponto x, por 〈x∗, x〉 ou 〈x, x∗〉.

Definição 11 Sejam X um espaço de Banach sobre um corpo K, X∗ o seu dual e A : D(A) ⊂
X −→ X um operador linear com domı́nio D(A) denso em X. O adjunto de A é um operador

A∗ : D(A∗) ⊂ X∗ −→ X∗
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definido da seguinte forma:

D(A∗) = {x∗ ∈ X∗; ∃y∗ ∈ X∗ com < x∗, Ax >=< y∗, x > ∀x ∈ D(A)} (3.6)

e, dado x∗ ∈ D(A∗), definimos A∗x∗ = y∗, onde y∗ é o elemento de X∗ que satisfaz 3.6.

Observe que o operador A∗ está bem definido pois, como D(A) é denso em X, existe no máximo

um elemento y∗ ∈ X∗ satisfazendo 3.6.

Proposição 3 Sejam X um espaço de Banach, X∗ o seu dual e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador

linear com domı́nio D(A) denso em X. Então, o adjunto de A,

A∗ : D(A∗) ⊂ X∗ −→ X∗,

é um operador fechado, ou seja, o gráfico G(A∗) é fechado em X∗ ×X∗.

Demonstração. Seja (x∗n)n uma seqüência em D(A∗) tal que x∗n → x∗ e A∗x∗n → y∗, ou seja,

a seqüência (x∗n, A
∗x∗n) em G(A∗) converge para (x∗, y∗). Nosso objetivo é provar que (x∗, y∗) ∈

G(A∗), para isso devemos ter y∗ = A∗(x∗). De fato, temos

< x∗, Ax >=< lim
n
x∗n, Ax >= lim

n
< x∗n, Ax >= lim

n
< A∗x∗n, x >=< limA∗x∗n, x >=< y∗, x > .

O que implica, pela definição do operador adjunto, que y∗ = A∗(x∗).

Definição 12 Seja H um espaço vetorial normado, cuja norma provém de um produto interno,

i.e., para todo x ∈ H,

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Se H for completo, sob esta norma, diremos que H é um espaço de Hilbert.

Sejam H um espaço de Hilbert com produto interno 〈· , ·〉 e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador

linear com D(A) = H. Afim de considerarmos o operador A∗ como um operador em H, faremos a

seguinte identificação

H∗ ∼= H,

e, denotaremos ambos por H. Isto é posśıvel, e na verdade usual, pois pelo teorema da Rep-

resentação de Riesz para funcionais, cada funcional linear limitado definido sobre um espaço de

Hilbert pode ser identificado de maneira uńıvoca com um ponto do espaço. Para detalhes, ver [30].

Definição 13 Nas condições acima, dizemos que A é um operador simétrico se A ⊂ A∗, ou seja,

se

< Ax, y >=< x,Ay >, ∀x, y ∈ D(A).

Dizemos que A é auto-adjunto se

A = A∗,
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ou, mais precisamente, se D(A) = D(A∗).

Teorema 3 Sejam H um espaço de Hilbert e A : D(A) ⊂ H −→ H um operador auto-adjunto tal

que

〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2 ,

para todo x ∈ D(A) então σ(A) ⊂ [m,∞).

Demonstração. Demonstraremos que, para um operador linear auto-adjunto A entre espaços de

Hilbert complexos, seu espectro está contido no intervalo [m,M ], onde

m = inf
‖x‖=1

〈Ax, x〉

e

M = sup
‖x‖=1

〈Ax, x〉 .

Assim, para concluirmos o resultado acima basta apenas notarmos que no nosso caso M = +∞.

Sabe-se que o espectro de A é um subconjunto da reta real. Seja λε = M + ε com ε > 0.

Mostraremos que para qualquer ε > 0 tem-se que λε ∈ ρ(A). Tomemos então x 6= 0 e v = ‖x‖−1 x.

Temos então que x = ‖x‖ v e

〈Ax, x〉 = ‖x‖2 〈Av, v〉 ≤ ‖x‖2 sup
‖v‖=1

〈Av, v〉 = 〈x, x〉M.

Assim, −〈Ax, x〉 ≥ − 〈x, x〉M e, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwatrz, obtem-se:

‖(λεI −A)x‖ ≥ ε ‖x‖2 ,

com ε = λε −M > 0. Logo, obtemos que

‖(λεI −A)x‖ ≥ ε ‖x‖ ,

o que implica diretamente que λε ∈ ρ(A). De maneira análoga, obtemos que qualquer λδ = m− δ,
com δ > 0 pertence a ρ(A) e, assim, segue o resultado.

Para concluirmos esta subseção, vamos mencionar dois resultados acerca dos operadores simétricos

- em sua relação com os operadores auto-adjuntos - que têm como propósito ilustrar em algum sen-

tido a maneira como estas classes de operadores se relacionam.

Lema 4 Seja A um operador simétrico e, para algum λ ∈ C

R(λI −A) = H e R(λI −A) = H,

então A é auto-adjunto6.

6Ver [9]
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Lema 5 Se A for um operador simétrico e R(A) = H, então A é auto-adjunto.

Demonstração. Imediato a partir do lema 4.

3.1.4 Operadores dissipativos

Na próxima seção discutiremos a teoria de semigrupos de operadores lineares, que são unica-

mente determinados pelos seus geradores. Uma importante caracterização de tais geradores envolve

o conceito de operadores dissipativos. Dedicaremos esta subseção ao estudo destes operadores.

Definição 14 Seja X um espaço de Banach sobre um corpo K e X∗ seu dual. Dizemos que a

correspondência, ou função mult́ıvoca, J : X −→ 2X
∗

dada por

J(x) =
{
x∗ ∈ X∗ : Re 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2

}
é a aplicação dualidade de X, onde 2X

∗
denota o conjunto das partes de X∗.

Observe que, para cada x ∈ X, o conjunto J(x), que chamaremos de conjunto dualidade de x,

é não-vazio como conquência do teorema de Hahn-Banach.7

Definição 15 Seja X um espaço de Banach sobre um corpo K. Dizemos que um operador linear

A : D(A) ⊂ X −→ X é dissipativo se

D(A) ⊂ {x ∈ X : ∃x∗ ∈ J(x) com Re 〈x∗, Ax〉 ≤ 0}

Um operador linear B : D(B) ⊂ X −→ X é dito acretivo8, ou maximal monótono, se A = −B for

um operador dissipativo.

Segue um exemplo de operador dissipativo bastante simples, mas que ilustra apropriadamente

o caso em que X tem dimensão finita.

Exemplo 5 Sejam X = Rn e A : X → X o operador negativo da identidade em X, isto é,

Ax = −x para todo x ∈ X. Afirmamos que A é dissipativo. De fato, sendo X um espaço de

Hilbert, podemos identificar cada elemento x ∈ X com o funcional linear x∗ dado por

〈x∗, y〉 = 〈y, x〉 , ∀y ∈ Rn.

Calculemos agora a norma do operador x∗:

‖x∗‖ = supy∈BX |〈x
∗, y〉| = supy∈BX |〈x, y〉| ≤ supy∈BX ‖x‖ ‖y‖ ≤ ‖x‖ .

7O teorema de Hanhn-Banach, e suas conseqüências, têm demasiada importância no contexto da Análise e de suas
aplicações. Por esta razão, remetemos o leitor ao texto de Robert Megginson, [32].

8Ver [20]



3.1. TEORIA ESPECTRAL DE OPERADORES LINEARES 31

Em particular, x
‖x‖ ∈ BX e ∣∣∣∣〈x, x

‖x‖

〉∣∣∣∣ = ‖x‖ .

Portanto, para cada x ∈ X, o funcional x∗ ∈ J(x). Segue então que, para cada x ∈ X, existe

x∗ ∈ J(x) - isto se deve ao fato de que uma das propriedades deste operador nos garante que

‖x∗‖ = ‖x‖ - tal que

Re 〈x∗, Ax〉 = 〈Ax, x〉 = −〈x, x〉 = −‖x‖2 ≤ 0.

De onde segue que A um operador dissipativo.

O objetivo dos próximos resultados é apresentar algumas propriedades de operadores dissipa-

tivos. O principal deles, o teorema de G.Lumer, mostra que se A é dissipativo então podemos

limitar o operador resolvente de A.

Lema 6 Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X operador linear. Então, A é

dissipativo se, e somente se,

‖(λ−A)x‖ ≥ λ ‖x‖ , ∀x ∈ D(A), ∀λ > 0. (3.7)

Demonstração. Suponha que A seja dissipativo e escolha arbitrariamente λ > 0 e x ∈ D(A).

Sabemos então que existe x∗ ∈ J(x) tal que Re 〈Ax, x∗〉 ≤ 0. Segue que

‖λx−Ax‖ ‖x‖ = ‖λx−Ax‖ ‖x∗‖ ≥ |〈λx−Ax, x∗〉| ≥ Re 〈λx−Ax, x∗〉 = λRe 〈x, x∗〉 = λ ‖x‖2 .

Observe que na primeira desigualdade usamos Cauchy-Schwartz. Segue então o resultado para o

caso x 6= 0. O outro caso é óbvio.

Reciprocamente, considere algum x ∈ D(A). Queremos provar que existe x∗ ∈ J(x) tal que

Re 〈x∗, Ax〉 ≤ 0. Tomando yλ = λx−Ax sabemos, pela definição do conjunto dualidade, que existe

algum y∗λ ∈ J(yλ). Definindo z∗λ =
y∗λ
‖y∗λ‖

e, é claro, supondo que a afirmação 3.7 é válida, obtemos

λ ‖x‖ ≤ ‖yλ‖ = Re 〈yλ, y∗λ〉
1∥∥y∗λ∥∥ = Re 〈yλ, z∗λ〉 = λRe 〈x, z∗λ〉 −Re 〈Ax, z∗λ〉 ≤ λ ‖x‖ −Re 〈Ax, z∗λ〉 .

Segue que Re 〈Ax, z∗λ〉 ≤ 0 para todo λ > 0, já que este foi tomado arbitrariamente. Um resultado

bastante conhecido e importante da Análise Funcional diz que, na topologia fraca∗, a bola unitária

de qualquer espaço de Banach é compacta. Então, como X∗ é um espaço de Banach e z∗λ ∈ BX∗ ,
existem uma seqüência λn →∞ e algum z∗ ∈ BX∗ tais que g∗λn → z∗, na topologia fraca∗.

Da desigualdade acima, temos que Re 〈Ax, z∗〉 ≤ 0 e Re 〈x, z∗〉 ≥ ‖x‖. Como Re 〈x, z∗〉 ≤
|〈x, z∗〉| ≤ ‖x‖, obtemos que

〈x, z∗〉 = ‖x‖ .

Tomando x∗ = ‖x‖ z∗ segue que x∗ ∈ J(x) e Re 〈Ax, x∗〉 ≤ 0. Assim, conclúımos que A é

dissipativo.
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Definição 16 Sejam T : D(T ) ⊂ X −→ Y um operador linear, com X e Y espaços vetoriais

normados. Então, diremos que T é densamente definido em X se D(T ) for um subconjunto denso

de X.

Lema 7 Se A é dissipativo e densamente definido então A é fechável. Além disso, seu fecho A

também é um operador dissipativo.

Demonstração. Suponha que A : D(A) ⊂ X −→ X seja dissipativo e D(A) = X mas que A não

seja fechável. Então, existe uma seqüência (xn) em X tal que xn → 0 e Axn → y, com ‖y‖ = 1. Na

verdade, a proposição 1 nos garante apenas que existe ‖y‖ 6= 0, mas basta então tomar a seqüência

( xn‖y‖), que também converge para 0 e A xn
‖y‖ converge para y

‖y‖ , que tem norma 1.

Obtemos assim, do lema 6, que

∥∥(x+ t−1xn
)
− tA

(
x+ t−1xn

)∥∥ ≥ ∥∥x+ t−1xn
∥∥ ,

para quaisquer t > 0 e x ∈ D(A). Tomando o limite quando n→∞ e, em seguida, o limite quando

t→ 0, conclúımos que

‖x− y‖ ≥ ‖x‖ ,

para todo x ∈ D(A). O que seria um absurdo pois D(A) é denso em X. Logo A é um operador

fechável.

Afirmamos ainda que o operador A é dissipativo. De fato, sejam x ∈ D(A) e y = Ax. Existe

então uma seqüência {xn} em D(A) tal que xn → x e Axn → y = Ax. Obtemos, do lema 6, que

‖λxn −Axn‖ ≥ λ ‖xn‖ ,

para todo λ > 0. Tomando o limite quando n→∞ obtemos ainda que

∥∥λx−Ax∥∥ ≥ λ ‖x‖ ,
para todo λ > 0. Como x ∈ D(A) é arbitrário, conclúımos, pelo lema 6, que o operador A é

dissipativo.

Teorema 4 [G.Lumer] Se A : D(A) ⊂ X −→ X é um operador dissipativo tal que D(A) = X e,

para algum λ0 > 0, λ0 −A é sobrejetor então (0,∞) ⊂ ρ(A) e

∥∥(λI −A)−1
∥∥ ≤ 1

λ
, ∀λ > 0.

Demonstração. Tomemos λ > 0 e um ponto no domı́nio de A, digamos x ∈ D(A). Segue do

lema 6 que

‖(λI −A)x‖ ≥ λ ‖x‖ .

Assim, além de sabermos que R(λ0I − A) = X, temos que ‖(λ0I −A)x‖ ≥ λ0 ‖x‖ para todo

x ∈ D(A). Assim, λ0 pertence ao conjunto resolvente do operador fechado A. Como R+ é conexo,
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então um seu subconjunto Λ será aberto e fechado em R+ se e somente se for Λ = R+.

Seja Λ = ρ(A) ∩ R+. Do fato de ρ(A) ser aberto, segue que Λ é aberto. Queremos ver que Λ é

ainda fechado em R+, o que leva imediatamente a ρ(A) ⊃ R+. Tomemos uma seqüência (λn)n∈N

de elementos de Λ com λn → λ. Existe n∗ ∈ N tal que se n > n∗, então

|λn − λ| <
λ

3
.

Assim, para valores grandes de n temos

∥∥(λ− λn)(λn −A)−1
∥∥ ≤ |λn − λ|λ−1

n ≤
1

2

e

I + (λ− λn)(λn −A)−1

é um isomorfismo de X. Então a aplicação λ−A aplica D(A) sobrejetivamente em X, ao passo que

λ ∈ ρ(A), o que implica diretamente no resultado.

3.2 Semigrupos de operadores lineares

Com intuito de estudar as técnicas de solução de problemas parabólicos, na verdade de um par-

ticular problema de reação-difusão, estudaremos nesta seção fatos da teoria de semigrupos lineares

e cont́ınuos.

3.2.1 Definições e resultados básicos

Seja X um espaço de Banach. O conjunto L(X), como foi dito, denota o espaço dos operadores

lineares e cont́ınuos de X em X. Consideraremos este conjunto com a seguinte norma

‖T‖L(X) = supx∈BX ‖Tx‖X ,

onde BX = {x ∈ X; ‖x‖X = 1}.

Definição 17 Seja X um espaço de Banach. Uma famı́lia a um parâmetro {T (t) : t ≥ 0} ⊂ L(X)

é dita semigrupo de operadores lineares em X se as seguintes condições forem satisfeitas:

1. T (0) = IX , onde IX é a função identidade de X em X;

2. T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ≥ 0.

Se além disso,

3. limt→0+ ‖T (t)− IX‖ = 0, dizemos que o semigrupo é uniformemente cont́ınuo (em t=0).

4. limt→0+ T (t)x = x, para todo x ∈ X, dizemos que o semigrupo é fortemente cont́ınuo.

Todo semigrupo fortemente cont́ınuo possui uma limitação exponencial que é dada pelo seguinte

teorema.
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Teorema 5 Seja {T (t) : t ≥ 0} ⊂ L(X) um semigrupo fortemente cont́ınuo. Então existem con-

stantes β ≥ 0 e M ≥ 1 tais que

‖T (t)‖ ≤Meβt, ∀t ≥ 0.

Demonstração. Limitaremos inicialmente ‖T (t)‖ em um intervalo da forma [0, η] e depois esten-

deremos por todo o semi-eixo positivo. Suponha, por contradição, que η > 0 tal que ‖T (t)‖ seja

limitado em [0, η]. Então existiria uma seqüência (tn)n em (0,∞) tal que tn → 0+ e ‖T (tn)‖ ≥ n.

Assim, pelo Prinćıpio da Limitação Uniforme, existiria algum x ∈ X tal que a seqüência (‖T (tn)x‖)n
seria ilimitada. O que geraria uma contradição, já que limt→0+ T (t)x = x, para todo x em X. Por-

tanto, existe uma constante M tal que ‖T (t)‖ ≤ M, ∀t ∈ [0, η]. Observe que M ≥ 1, já que

‖T (0)‖ = ‖IX‖ = 1. Dado qualquer t ∈ (0,∞), podemos escreve-lo na forma t = nη + δ com

0 ≤ δ < η. Segue das propriedades de semigrupos que

‖T (t)‖ = ‖T (nη)T (δ)‖ ≤ ‖T (η)‖n ‖T (δ)‖ ≤MnM ≤MM
t
η = Meβt,

onde β = η−1 lnM ≥ 0. Usamos na desigualdade acima o seguinte fato

t

η
= n+

δ

η
⇒ t

η
≥ n⇒Mn ≤M

t
η .

Conclúımos então que ‖T (t)‖ ≤Meβt, ∀t ∈ (0,∞).

Corolário 2 Seja {T (t) : t ≥ 0} ⊂ L(X) um semigrupo fortemente cont́ınuo. Então, para todo

x ∈ X, a função T (.)x : R+ −→ X, dada por t 7−→ T (t)x é cont́ınua.

Demonstração. Queremos provar que, para cada x ∈ X, vale que

lim
h→0+

T (t+ h)x = T (t)x = lim
h→0−

T (t+ h)x.

Observe que a segunda igualdade é equivalente a limh→0+ T (t − h)x = T (t)x. Então, seja h ≥ 0.

Segue, pelo teorema anterior e pelas propriedades de semigrupo, que

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ ≤ ‖T (t)‖ ‖T (h)x− x‖ ≤Meβt ‖T (h)x− x‖ (3.8)

e

‖T (t− h)x− T (t)x‖ ≤ ‖T (t− h)‖ ‖T (h)x− x‖ ≤Meβt ‖T (h)x− x‖ . (3.9)

Tomando o limite em 3.8 e 3.9, quando h → 0+, e usando o fato de T (t) 9 ser um semigrupo

fortemente cont́ınuo, obtemos o resultado desejado.

Dado um semigrupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares, podemos associá-lo a um oper-

ador linear A - através da definição seguinte - e por conseqüência também associá-lo a uma equação

9Ao longo deste texto nos referimos ao semigrupo {T (t) : t ≥ 0} como semigrupo T (t).
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diferencial da forma

u̇ = Au.

Veremos mais a frente a importância desta identificação.

Definição 18 Seja {T (t) : t ≥ 0} ⊂ L(X) um semigrupo fortemente cont́ınuo de operadores lin-

eares. Definimos seu gerador infinitesimal como sendo o operador A : D(A) ⊂ X −→ X, dado

por

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

,

onde D(A) =
{
x ∈ X : ∃ limt→0+

T (t)x−x
t

}
.

Surgem então duas perguntas naturais:

• dado um semigrupo {T (t) : t ≥ 0}, existe um único gerador infinitesimal?

• dado um gerador A de um semigrupo T (t), este semigrupo é único?

A resposta afirmativa à primeira pergunta é dada diretamente pela definição de operador in-

finitesimal. Já a, também afirmativa, resposta à segunda é dada pelo seguinte:

Teorema 6 Sejam {T (t) : t ≥ 0} e {S(t) : t ≥ 0} semigrupos fortementes cont́ınuos gerados pelo

operador A : D(A) ⊂ X −→ X, ou seja,

lim
t→0+

T (t)x− x
t

= Ax = lim
t→0+

S(t)x− x
t

, ∀x ∈ D(A).

Então, T (t) = S(t) para todo t ≥ 0.

Antes de demonstra-lo apresentaremos o seguinte teorema, que nos fornece uma importante e

muito útil propriedade de semigrupos fortemente cont́ınuos.

Teorema 7 Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo fortemente cont́ınuo e A seu gerador infinitesimal.

Então, para x ∈ D(A), o operador

t 7→ T (t)x

é continuamente diferenciável e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax, ∀t ≥ 0.

Demonstração. Seja x ∈ D(A). Para provarmos que T (t)x é continuamente diferenciável em

t, é suficiente mostrar que a derivada a direita deste mesmo operador é cont́ınua. Mostraremos

inicialmente que T (t)x ∈ D(A). Seja então h > 0, segue que

T (h)− IX
h

T (t)x = T (t)(
T (h)− IX

h
)x→ T (t)Ax, se h→ 0+.
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Além de concluir que, de fato, T (t)x ∈ D(A), obtemos que a derivada a direita de T (t)x é cont́ınua

em t e AT (x) = T (t)Ax.

Demonstração do Teorema 6. Considere a aplicação s 7→ T (s)S(t− s), definida para 0 ≤ s ≤ t.
Se provarmos que a derivada desta aplicação é zero - e, portanto, ela é constante em s -, como ela

vale S(t) e T (t) em s = 0 e s = t, respectivamente, concluiremos que S(t) = T (t), ∀t ≥ 0. Pelo

teorema anterior, sabemos que esta aplicação é diferenciável e

d

ds
(T (s)S(t− s)) =

dT (s)

ds
S(t− s) + T (s)

dS(t− s)
ds

.

E então, ainda do teorema 7, obtemos

dT (s)

ds
= AT (s) e

dS(t− s)
ds

= −AS(t− s).

Portanto,

d

ds
(T (s)S(t− s) = AT (s)S(t− s)− T (s)AS(t− s) = AT (s)S(t− s)−AT (s)S(t− s) = 0.

Usamos na última igualdade o fato de que A comuta com T (t).

Teorema 8 Sejam T (t) um semigrupo fortemente cont́ınuo de contrações e A : D(A) ⊂ X −→ X

seu gerador infinitesimal. Então são válidas as seguintes afirmações:

1. Para cada x ∈ X, limh→0
1
h

∫ t+h
t T (s)xds = T (t)x.

2. Para cada x ∈ X,
∫ t

0 T (s)xds ∈ D(A) e

A

(∫ t

0
T (s)xds

)
= T (t)x− x.

3. Para cada x ∈ D(A),

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s
T (τ)Axdτ =

∫ t

s
AT (τ)xdτ.

Demonstração.

1. De acordo com o teorema 7, o operador t 7−→ T (t)x é cont́ınuo, para cada x ∈ X. Então,

limh→0
1
h

∫ t+h
t T (s)xds = limh→0

1
h

{∫ t+h
t T (s)xds−

∫ t
t T (s)xds

}
= T (t)x.

2. Seja x ∈ X, então

A(

∫ t

0
T (s)xds) = lim

h→0

T (h)− I
h

(

∫ t

0
T (s)xds)

= lim
h→0

1

h

∫ t

0
(T (s+ h)x− T (s)x)ds
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= lim
h→0

1

h

{∫ t+h

t
T (s)xds−

∫ h

0
T (s)xds

}
= T (t)x− x.

Observe que na última igualdade aplicamos o item 1.

3. De acordo com o teorema 7,

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax, ∀t ≥ 0.

Integrando de s a t obtemos o resultado.

Com o teorema a seguir obtemos outros importantes resultados acerca dos semigrupos forte-

mente cont́ınuos e que nos serão úteis no decorrer deste caṕıtulo. Em sua demonstração será

utilizada a noção de σ-álgebra de Borel e mensurabilidade. Assim, primeiramente daremos as

seguintes definições:

Definição 19 Dado um conjunto X, uma σ-álgebra sobre X é uma coleção X de subconjuntos de

X tal que:

1. X e ∅ estão contidos em X .

2. Se uma subcoleção {Xα, α ∈ A} está em X então sua união também está em X.

3. Se A ∈ X então Ac ∈ X .

A coleção

R = {(a, b) ⊂ R; a < b}

é uma σ-álgebra sobre R e gera a chamada σ-álgebra de Borel.

Definição 20 Uma função f : X −→ R é dita X -mensurável se, para todo α ∈ R o conjunto

{x ∈ X; f(x) > α}

for um elemento da σ-álgebra X .

Teorema 9 Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo fortemente cont́ınuo e A seu gerador infinitesimal.

Então,

1. o operador t 7→ ‖T (t)‖L(X) é semicont́ınuo inferiormente e, portanto, mensurável.

2. ∩m≥1D(Am) é denso em X.
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3. se Reλ > β, onde β é a constante dada pelo teorema 5, tem-se que λ ∈ ρ(A) e

(λI −A)−1x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt, ∀x.

Demonstração.

1. Para garantirmos que t 7→ ‖T (t)‖L(X), que denotaremos por N , é semicont́ınuo inferiormente,

é suficiente mostrar que, para cada constante r ≥ 0, o conjunto Ar = {t ≥ 0 : ‖T (t)x‖ > r}
é aberto em [0,∞). Seja então t0 ∈ Ar, ou seja, ‖T (t0)x‖ = supx∈BX‖T (t0)x‖ > r. Sendo

assim, existe pelo menos algum x em BX tal que ‖T (t0)x‖. Segue, do teorema 7, que existe

uma vizinhança Vt0 de t0 tal que, para todo t ∈ Vt0 , tem-se ‖T (t0)x‖ > r. Já que r foi

tomado arbitrariamente, provamos que N de fato é semicont́ınuo inferiormente. Sabendo que

N é mensurável na σ-álgebra de Borel se, e somente se, para qualquer α ≥ 0, o conjunto

{t ≥ 0 : ‖T (t)x‖ > α} for aberto em [0,∞), o resultado segue da semicontinuidade inferior de

N .

2. Considere uma função φ de classe C∞(R) que anula um vizinhança da origem, i.e., tal que

φ(t) = 0 ∀t ∈ V0

e de suporte compacto. Fixamos um ponto x ∈ X e definimos a aplicação

f =

∫ ∞
0

φ(t)T (t)xdt.

Então, a igualdade

h−1(T (h)f − f) = h−1

∫ ∞
0

(φ(t− h)− φ(t))T (t)xdt

implica que f ∈ D(A) e, mais ainda, que

Af = −
∫ ∞

0
φ′(t)T (t)xdt.

Assim, segue que para todo m ≥ 1 e para toda f ∈ ∩m≥1D(Am) obtemos que Am aplicado a

f relaciona-se com a m-ésima derivada de φ a menos de um sinal, i.e.,

Amf(x) =

∫ ∞
0

φ(m)(t)T (t)xdt.

Se tomarmos φ como sendo uma aproximação da unidade, ou seja,∫ ∞
0

φ(t)dt = 1,
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e definirmos nossa seqüência fn como

fn =

∫ ∞
0

nφ(nt)T (t)xdt =

∫ ∞
0

φ(s)T (
s

n
)xds

para todo n natural, temos que cada fn é um ponto da interseção

∩m≥1D(Am)

e claramente

‖fn − x‖ −→ 0

quando n −→∞. Da arbitrariedade de x ∈ X segue a densidade.

3. Supondo que Re(λ) > β e que ‖T (t)‖ < Meβt e colocando

Rλ(x) =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt,

obtemos que

‖Rλ‖ ≤
M

Re(λ)− β
.

Fixando x ∈ X e a ∈ R+ temos

a−1(T (A)− I)Rλ(x) = Rλ
T (a)x− x

a
=

= a−1

[∫ ∞
0

e−λt+λaT (t)xdt−
∫ ∞

0
e−λtT (t)xdt

]
=

= a−1

[
−
∫ ∞

0
eλ(a−t)T (t)xdt+

∫ ∞
0

(eλa − 1)e−λtT (t)x

]
=

−→ −x+ λRλ(x),

quando a −→ 0+. Assim, conclúımos que Rλ(x) pertence ao domı́nio de A, D(A). Mais

ainda, (λI −A)Rλ(x) = x e λI −A é sobrejetor. Por outro lado, tomando x ∈ D(A), vemos

que ARλ(x) = Rλ(Ax) implica a injetividade de (λI −A), uma vez que

(λI −A)Rλ(x)) = x = Rλ(λI −A)x.

Com isto, estabelece-se que (λI − A) é uma bijeção do domı́nio de A sobre X cuja inversa é

limitada, o que implica no resultado desejado.

Definição 21 Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo fortemente cont́ınuo. Se existir uma constante

M tal que ‖T (t)‖ ≤ M , ∀t ≥ 0, dizemos que T (t) é um semigrupo uniformemente limitado. Em
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particular, se M = 1, dizemos que T (t) é um semigrupo de contrações.

3.2.2 Os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips

Como foi discutido nas subseções anteriores, todo semigrupo fortemente cont́ınuo possui um

gerador infinitesimal. Outra questão também importante é reconhecer tais geradores. O objetivo

desta subseção é apresentar dois resultados cruciais acerca desta caracterização. Os Teoremas

de Hille-Yosida e de Lumer-Phillips nos fornecem condições necessárias e suficientes para que um

operador gere 10 um semigrupo fortemente cont́ınuo, no caso do segundo, um semigrupo fortemente

cont́ınuo de contrações. Tal caracterização acerca dos geradores nos será bastante útil no estudo de

soluções do problema de Cauchy abstrato. Antes de apresentarmos estes resultados, discutiremos

alguns conceitos e dois lemas que nos serão úteis, principalmente na demonstração do Teorema de

Hille-Yosida.

No caso geral o operador linear A : D(A) ⊂ X −→ X não é cont́ınuo, mas se ele satisfizer

algumas hipóteses - que serão apresentadas no próximo teorema - é posśıvel encontrar uma seqüência

de operadores em L(X) que converge pontualmente para A. Esta é uma propriedade bastante útil

no sentido em que ela contorna diversos problemas acerca de A, gerados pelo fato de este não ser

um operador limitado.

Definição 22 Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear fechado.

A aproximação de Yosida de A é dada por

Aλ
.
= λA(λI −A)−1, para λ ∈ ρ(A).

Vale ressaltar que Aλ é um operador linear e limitado em X. De fato, sendo (λI−A)(λI−A)−1 =

I, obtemos

Aλ = λ2(λI −A)−1 − λI,

que é a soma de dois operadores em L(X).

Lema 8 Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear fechado e

densamente definido. Assuma que λ ∈ ρ(A), para todo λ > 0 e que

∥∥(λI −A)−1
∥∥ ≤ 1

λ
, ∀λ > 0.

Então são válidas as seguintes afirmações:

1. limλ→∞ λ(λI −A)−1x = x, ∀x ∈ X;

2. limλ→∞Aλx = Ax, ∀x ∈ X;

3. para cada λ > 0, a aproximação de Yosida Aλ gera o semigrupo fortemente cont́ınuo eAλt.

10Quando dizemos que A gera um semigrupo qualquer T (t), queremos dizer que A é o gerador infinitesimal de T (t).
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Lema 9 Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X o gerador do semigrupo fortemente

cont́ınuo T (t) tal que

‖T (t)‖ ≤Meβt, ∀t ≥ 0.

Seja ainda α ∈ R. Então se T̃ (t) = T (t)e−αt, são válidas as seguintes afirmações:

1. T̃ (t) é também um semigrupo fortemente cont́ınuo e ainda satisfaz∥∥∥T̃ (t)
∥∥∥ ≤Me(β−α)t, ∀t ≥ 0;

2. Ã = A− αI é o gerador infinitesimal de T̃ e D(A) = D(Ã);

3. ρ(Ã) = ρ(A)− α e (λ− Ã) = (λ+ α−A).

Teorema 10 [Hille-Yosida] Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador

linear. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) A é o operador infinitesimal de um semigrupo fortemente cont́ınuo T (t) em L(X) tal que

‖T (t)‖ ≤ eβt, ∀t ≥ 0.

(ii) A é fechado, densamente definido, o intervalo (β,∞) está contido no resolvente de A e

∥∥(λ−A)−1
∥∥ ≤ 1

λ− β
, ∀λ > β,

onde β é a constante dada pelo teorema 5.

Demonstração. Para verificarmos que (i) ⇒ (ii), tomemos x ∈ X e mostremos que existe uma

seqüência em D(A) que converge para x. Considere, para cada t > 0, xt = 1
t

∫ t
0 T (s)ds. Os ı́tens

2 e 1 do teorema 8 nos garantem, respectivamente, que xt ∈ D(A), para cada t > 0, e que xt → x

quando t→ 0. De onde segue que D(A) = X. Considere agora uma seqüência xn em D(A) tal que

xn e Axn → y. Obtemos do item 3 do mesmo teorema 8 que,

T (t)xn − xn =

∫ t

0
T (s)Axnds.

E, portanto, quando n→∞, temos

T (t)x− x =

∫ t

0
T (s)yds,

pois T (s)Axn converge uniformemente para T (s)y em cada intervalo limitado. Consequentemente,

lim
t→0

T (t)x− x
t

= lim
t→0

1

t

∫ t

0
T (s)yds = T (0)y = y,
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novamente pelo item 1 do teorema 8. E então, x ∈ D(A) e Ax = y. Finalmente, pelo item 3 do

teorema 9, obtemos

λ ∈ ρ(A),∀λ ∈ (β,∞)

e ∥∥(λI −A)−1x
∥∥ ≤ ∫ ∞

0

∥∥∥eλteβtx∥∥∥ dt ≤ 1

λ− β
, ∀λ > β.

Reciprocamente, suponha que a afirmação (ii) seja válida. Tomando α = β no lema 9, con-

clúımos que é suficiente que seja provado o resultado para o caso em que β = 0. Queremos então

encontrar um semigrupo fortemente cont́ınuo T (t) em L(X) tal que ‖T (t)‖ ≤ 1, para todo t > 0, e

A seja seu gerador infinitesimal.

Considere, para cada λ > 0, a aproximação de Yosida Aλ de A. Como vimos no item 3 do

lema 8, Aλ gera o semigrupo fortemente cont́ınuo eAλt e vale ainda que

∥∥eAλt∥∥ e
∥∥eAλtx− eAµt∥∥ ≤ t ‖Aλx−Aµx‖ ,

para todo λ > 0 e µ > 0. Definiremos então, para cada x ∈ D(A), T (t)
.
= limλ→∞ e

Aλt . Verifique-

mos que T (t) está bem definido e que, de fato, corresponde a um semigrupo fortemente cont́ınuo

de contrações. Seja x ∈ X, então, para λ > 0 e µ > 0, vale que

∥∥eAλtx− eAµt∥∥ ≤ t ‖Aλx−Ax‖+ t ‖Aµx−Ax‖ .

Além disso, limAλ x = Ax, para cada x ∈ X. Conclúımos assim que eAλtx converge uniformemente

em qualquer intervalo limitado contido no semi-eixo positivo de Ro limite existe e, portanto, T (t)

está bem definido. Sendo
∥∥eAλt∥∥ ≤ 1, pode-se obter que T (t) ∈ L(X), pois ‖T (t)x‖ ≤ ‖x‖, para

x ∈ X. Como A é um operador densamente definido, existe uma única extensão T (t) para X com

‖T (t)‖ ≤ 1. As propriedades 1 e 2 da definição de semigrupos são diretamente verificadas. Veremos

agora que o item 4 também é satisfeito. Sejam então x ∈ X e ε > 0. Existem assim x ∈ D(A) e t

tais que, ‖x− x‖ < ε
3 e ‖T (t)x− ‖ < ε

3 , se 0 ≤ t ≤ t. De onde segue que

‖T (t)x− x‖ ≤ ‖T (t)x− T (t)x‖+ ‖T (t)x− x‖+ ‖x− x‖ < ε.

O próximo e último passo é provar que A é o gerador de T (t). Suponha que o operador

B : D(B) ⊂ X −→ X seja o gerador infinitesimal de T (t). De acordo com o item 3 do teorema 8 e

com o item 2 do lema 8, se x ∈ D(A), então

T (t)x− x = T (t)x− T (0)x = lim
λ→∞

∫ t

0
eAλsAλxds =

∫ t

0
T (s)Axds.

Segue então, da definição de gerador infinitesimal e do item 3 do teorema 8 que, se x ∈ D(A),

temos que x ∈ D(B) e ainda que Bx = Ax. Ou seja, o gerador B é uma extensão de A. Nos resta

provar então que D(A) ⊂ D(B). Por hipótese, 1 ∈ ρ(A). Sendo B o gerador infinitesimal de um
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semigrupo T (t) tal que ‖T (t)‖ ≤ 1, vale ainda que 1 ∈ ρ(B). Pela definição do conjunto resolvente,

obtemos

X = (I −A)D(A) = (I −B)D(B),

e, portanto,

(I −B)D(A) = X = (I −B)D(B).

De onde segue que, D(B) = (I−B)−1X = (I−B)−1(I−B)D(A) = D(A) e conclúımos o resultado.

Observe que, se o semigrupo do teorema anterior for um semigrupo de contrações, então β = 1,

pois ‖T (t)‖ ≤ 1 = Me0t, ∀t ≥ 0. Nestas condições, o item (ii) pode ser reformulado da seguinte

forma:

(ii′) ρ(A) contém o semi-eixo positivo e, para todo λ > 0, tem-se

∥∥(λ−A)−1
∥∥ ≤ 1

λ
.

O Teorema de Hille-Yosida, na forma como foi enunciado acima, depende da norma em X. Mas

vamos verificar, no próximo lema, que sempre existe uma norma em X, de modo que as condições

(i) e (ii) sejam verificadas. O que existe na verdade é uma forma mais geral deste mesmo teorema,

como veremos, que independe da norma.

Lema 10 Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear tal que

(0,∞) ⊂ ρ(A) e ∥∥(λI −A)−n
∥∥ ≤Mλ−n, para n = 1, 2, 3, ... e ∀λ > 0,

onde M ≥ 1 é constante. Então existe uma norma |.| em X tal que

‖x‖ ≤ |x| ≤M ‖x‖ , ∀x ∈ X

e ainda que ∣∣(λI −A)−1x
∣∣ ≤ |x|

λ
, ∀x ∈ X, ∀λ > 0.

Demonstração. Se µ > 0 e |µ− λ| < µ então

(λI −A)−1 = (λI − µI + (µI −A))−1 =

∞∑
k=0

(µI − λ)k(µI −A)−k−1.

Afirmamos que a série acima converge, uma vez que

∥∥∥(µ− λ)k(µI −A)−k−1
∥∥∥ ≤M |µ− λ|k

µk+1
−→ 0
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se k →∞. O mesmo vale, em particular, para 0 < λ < µ e, como

1

p!

(
d

dλ

)p
(λI −A)−1 = (−1)p(λI −A)−p−1

=
∞∑
k=p

(−1)k
k!(µ− λ)k−p

p!(k − p)!
(λI −A)−k−1,

então (λI −A)−p−1 =
∑∞

k=p
k!(λ−µ)k−p

p!(k−p)! (λI −A)−k−1 e, para 0 < λ < µ, vale que

∥∥λp+1(λI −A)−p−1x
∥∥ ≤ k!

p!(k − p)!

(
µ− λ
µ

)k−p(λ
µ

)p+1 ∥∥∥µk+1(µI −A)−k−1x
∥∥∥ .

Definindo ‖x‖µ = supn≥0 ‖µn(λI −A)−nx‖ para µ > 0, obtemos ‖x‖ ≤ ‖x‖µ ≤M ‖x‖. Além disso,

para 0 < λ < µ, ‖x‖λ ≤ ‖x‖µ, já que

∥∥λp+1(λI −A)p−1x
∥∥x ≤ ∞∑

k=p

(
k
p

)(
µ− λ
µ

)k−p(λ
µ

)p+1

‖x‖µ = ‖x‖µ .

Uma vez que a aplicação que leva λ a ‖x‖λ é crescente, e limitada superiormente, e, mais ainda,

toma valores no corpo escalar completo, existe supλ>0 ‖x‖λ. Seja

|x|X = sup
λ>0
‖x‖λ .

Para verificarmos que |x|X é uma norma em X basta notarmos que ‖x‖λ é uma norma e, conse-

quentemente, verificam-se as propriedades desejadas para |x|X .

Segue que

‖x‖X ≤ |x|X ≤ ‖x‖X ,

o que implica na equivalência destas normas; mais ainda, se λ ∈ (0, µ) temos que

∥∥µp(µI −A)−pλ(λI −A)−1x
∥∥
X

=
∥∥λ(λI −A)−1µp(µI −A)−px

∥∥
X
≤

≤
∥∥µp(µI −A)−px

∥∥
λ
≤
∥∥µp(µI −A)−px

∥∥
µ
≤ ‖X‖µ ≤ |x|X .

Segue imediatamente que ∥∥λ(λI −A)−1x
∥∥
µ
≤ |x|X

e ∣∣λ(λI −A)−1x
∣∣
X
≤ |x|X .

Teorema 11 (Forma Geral do Teorema de Hille-Yosida) Sejam X um espaço de Banach e
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A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) A é o operador infinitesimal de um semigrupo fortemente cont́ınuo T (t) em L(X) tal que

‖T (t)‖ ≤Meβt, ∀t ≥ 0.

(ii) A é fechado, densamente definido, o intervalo (β,∞) está contido no resolvente de A e

∥∥(λ−A)−n
∥∥ ≤ M

(λ− β)n
, ∀λ > β, n = 1, 2, 3, ...

onde β é a constante dada pelo teorema 5.

Demonstração. Da mesma forma como foi feita na demonstração do teorema 10, podemos supor,

sem perda de generalidade, que β = 0. Para verificarmos que (i)⇒ (ii), observamos que, de acordo

com o item 3 do teorema 9, vale que (0,∞) ⊂ ρ(A) e

(λI −A)−1x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt, ∀λ > 0. (3.10)

Derivando 3.10 p+ 1 vezes, em relação a β, obtemos

(−1)(−2)...(−p)(λI −A)−p−1x =

∫ ∞
0

e−λt(−t)pT (t)xdt.

Portanto, ∥∥(λI −A)−p−1x
∥∥ ≤ M

p!

∫ ∞
0

e−λttpdt ‖x‖ = λ−p−1M ‖x‖ ,

para p=0,1,2,· · ·. Suponha agora que a afirmação (ii) seja válida. Como vimos, é suficiente supor

para β = 0. Sabemos que existe uma norma |.| em X, que é equivalente a ‖.‖, tal que

‖x‖ ≤ |x| ≤M ‖x‖ , ∀x ∈ X

e ainda que ∣∣(λI −A)−1
∣∣ ≤ |x|

λ
, ∀x ∈ X, ∀λ > 0.

Conclúımos que A gera um semigrupo fortemente cont́ınuo T (t) tal que |T (t)x| ≤ |x|. De onde

segue que

‖T (t)x‖ ≤ |T (t)x| ≤ |x| ≤M ‖x‖ .

Uma formulação alternativa ao Teorema de Hille-Yosida, conhecida como Teorema de Lumer-

Phillips, nos fornece uma caracterização distinta de geradores de semigrupos fortemente cont́ınuos,

desta vez de contrações, e em termos de operadores dissipativos.

Teorema 12 (Lumer-Phillips) Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear tal que D(A) =
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X. São válidas as seguintes afirmações:

1. Se A é dissipativo e existe algum λ0 > 0 tal que R(λ0 −A) = X, então A é o gerador de um

semigrupo fortemente cont́ınuo de contrações em X.

2. Se A é gerador de um semigrupo fortemente cont́ınuo de contrações em X, então A é dissi-

pativo e R(λ− A) = X, para todo λ > 0. Além disso, para todo x ∈ D(A), Re 〈x∗, Ax〉 ≤ 0,

para todo x∗ ∈ J(x).

Demonstração.

1. Uma vez que A é dissipativo, é posśıvel obter do lema 6 que, para todo λ > 0 e todo x ∈ D(A),

‖(λI −A)x‖ ≥ λ ‖x‖ . (3.11)

Em particular 3.11 é válido para λ = λ0. De onde segue que

∥∥(λ0I −A)−1
∥∥ ≤ λ0,

já que, por hipótese, λ0I−A é inverśıvel em X. Logo o operador linear (λ0I−A)−1 é limitado

e, portanto, fechado. De onde também obtemos que A é fechado. Podemos então aplicar o

teorema 4 e concluir que (0,∞) ⊂ ρ(A) e
∥∥(λI −A)−1

∥∥ ≤ 1
λ . Ficam assim verificadas todas as

hipóteses do Teorema de Hille-Yosida para o operador A. Portanto, A é gerador infinitesimal

de um semigrupo fortemente cont́ınuo de contrações.

2. Sendo A um gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente cont́ınuo de contrações, obte-

mos, pelo Teorema de Hille-Yosida, que (0,∞) ⊂ ρ(A) e que
∥∥(λI −A)−1

∥∥ ≤ 1
λ . Tais

afirmações implicam, respectivamente, que R(λI − A) = X, para todo λ > 0, e que A é dis-

sipativo. Tomemos agora um elemento qualquer x no domı́nio de A. Segue-se, pela definição

de operador dissipativo e pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, que

Re 〈x∗, T (t)x〉 < |〈x∗, T (t)x〉| ≤ ‖x∗‖ ‖T (t)x‖ ≤ ‖x‖2 ,

para todo x∗ ∈ J(x). De onde obtemos,

Re 〈x∗, T (t)x− x〉 = Re 〈x∗, T (t)x〉 − ‖x‖2 ≤ 0.

Dividindo por t e tomando o limite quando t tende para 0, conclúımos que Re 〈x∗, Ax〉 ≤ 0.

A hipótese de A ser densamente definido é importante quando queremos usar alguns resultados

como o de Lumer-Phillips. O próximo teorema nos fornece condições acerca de um operador

dissipativo que garantem que ele esteja densamente definido.

Teorema 13 Se A é dissipativo em X, R(IX −A) = X e X for reflexivo então D(A) = X.
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Demonstração. Fixemos um funcional linear definido sobre X, ou seja, um ponto x∗ ∈ X∗ tal

que ker(x∗) ⊃ D(A). Vamos mostrar que ker(x∗) = X.

Uma vez que R(IX−A) = X é suficiente mostrarmos que 〈x∗, x−AX〉 = 0 para todo x ∈ D(A).

Como 〈x∗, x〉 = 0 para todo x ∈ D(A), e da linearidade de x∗, segue que 〈x∗, x−Ax〉 = 〈−x∗, Ax〉.
Fixemos x em D(A). Pelo teorema anterior, existe um xn tal que

x = xn −
(

1

n

)
Axn.

Como o ponto Axn = n (xn − x) ∈ D(A), temos que xn ∈ D(A2) e Ax = Axn −
(

1
n

)
A2xn ou(

IX −
(

1
n

)
A
)
Axn = Ax.

A partir do lema 6 obtemos que

‖Axn‖X ≤ ‖Ax‖X .

Assim,

‖xn − x‖X ≤
(

1

n

)
‖Axn‖X ≤

(
1

n

)
‖Ax‖X

e

xn −→ x,

quando n −→∞.

Da reflexividade de X, se necessário passando a uma subseqüência, Axn converge fracamente

para, digamos, f . Por ser A fechado, segue que Ax = f . Assim,

〈x∗, Axn〉 = n 〈x∗, xn − x〉 = 0,

a partir da continuidade e da linearidade de x∗. Pela mesma razão, fazendo n −→∞ temos que

〈x∗, Ax〉 = 0.

Assim, vemos que x∗ ≡ 0 em X e D(A) = X.

Se retirarmos, do teorema acima, a hipótese de X ser reflexivo, então A pode não ser densamente

definido. Para um exemplo que ilustrar este fato, remetemos o leitor à página 29 de [23].

3.2.3 Operadores setoriais e semigrupos anaĺıticos

Semigrupos anaĺıticos constituem uma importante classe dos semigrupos fortemente cont́ınuos,

principalmente no que diz respeito a dinâmica de sistemas de dimensão infinita. Tal classe de

semigrupos é fundamental, como veremos na última seção deste caṕıtulo e ainda no próximo, para

o estudo de sistemas parabólicos não-lineares.

Como a definição de semigrupo anaĺıtico envolve o conceito de função anaĺıtica, apresentamos

a seguinte
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Definição 23 Sejam X um espaço de Banach, Ω um subconjunto aberto de C e g : Ω ⊂ C −→ X.

Dizemos que g é uma função anaĺıtica se existir, para todo z ∈ Ω, o limite

limh→0
g(z + h)− g(z)

h
,

onde h→ 0 denota o limite, em C, quando h tende a origem, ou seja, pode ser interpretado como

|h| → 0.

O termo anaĺıtico vem do fato de que é posśıvel considerar semigrupos cujo domı́nio do parâmetro

t pode ser estendido ao plano complexo. Para que ainda assim suas propriedades sejam preservadas,

é suficiente que o domı́nio no qual o parâmetro complexo será definido seja um semigrupo aditivo,

ou seja, um conjunto com a uma relação binária (adição) que satisfaz a propriedade associativa.

Não é necessário, portanto, que o semigrupo seja estendido a todo o plano complexo. Como

veremos na definição, é suficiente estendê-lo a um setor deste mesmo plano. Apresentaremos então,

antes de definirmos semigrupos anaĺıticos, algumas notações e uma propriedade importante de

alguns setores em C.

Dados θ, σ ∈ (0, π), considere os seguintes setores:

• ∆θ
.
= {z ∈ C : |arg z| < θ, z 6= 0}

• ∆θ(a)
.
= a+ ∆θ = {z ∈ C : |arg(z − a)| < θ, z 6= a}

• Σσ
.
= {z ∈ C : |arg z| > σ, z 6= 0}

• Σσ(a)
.
= a+ Σσ = {z ∈ C : |arg(z − a)| > σ, z 6= a}

No caso θ + σ = π, vale ainda a relação ∆θ(−a) = −Σσ(a) já que

− Σσ(a) = −a− Σσ = −a+ {−z ∈ C : |arg z| > σ, z 6= 0} = −a+ ∆θ = ∆θ(−a). (3.12)

Observamos que acima foi usado o fato de que −Σσ é a reflexão, em relação à origem, do setor Σσ.

Segue abaixo um esboço de alguns deles.

Definição 24 Dizemos que um semigrupo fortemente cont́ınuo {T (t) : t ≥ 0} ⊂ L(X), onde X é

um espaço de Banach, é um semigrupo anaĺıtico se o domı́nio do parâmetro t puder ser estendido

a um setor da forma ∆θ ∪ 0, para algum θ ∈ (0, π2 ) e, além disso, forem satisfeitas as seguintes

afirmações

1. a extensão de T (t) é ainda um semigrupo fortemente cont́ınuo

2. a aplicação R : ∆θ −→ X dada por R(t) = T (t)x é anaĺıtica em ∆θ, para cada x ∈ X.

É posśıvel ainda caracterizar os geradores infinitesimais de semigrupos anaĺıticos. Estes são

conhecidos na literatura como operadores setoriais e a definição é dada a seguir.
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Figura 3.2: Setores Σθ(a) e ∆θ(a).

Definição 25 Sejam X um espaço de Banach sobre um corpo K e A : D(A) ⊂ X −→ X um

operador linear fechado e densamente definido. Dizemos que A é um operador setorial se existem

constantes σ ∈ (0, π2 ), M ≥ 1 e a ∈ R tais que o setor Σσ(a) está contido no resolvente de A e,

além disso, a desigualdade

∥∥(λI −A)−1
∥∥ ≤ M

|λ− a|
(3.13)

é satisfeita, para todo λ ∈ Σσ(a).

Teorema 14 Sejam X Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear e densamente definido.

Então Aω = A+ ωI é um operador setorial, para todo ω ∈ R, se, e somente se, existem constantes

M ≥ 1, a, b tais que ρ(Ab) contém o conjunto {λ ∈ C : Reλ < a} e ‖λ(λI − (A+ bI))‖ ≤ M para

todo λ ∈ C com Reλ < a.

Provaremos a seguir dois resultados que nos fornecem uma grande variedade de exemplos de

operadores setoriais. O primeiro diz que todo operador linear e limitado em um espaço de Banach

é setorial. Considere, por exemplo, o espaço de Banach l2 =
{

(xn)n em C :
∑∞

i=1 |xi|
2 <∞

}
,

com a norma ‖(xn)n‖2 =
(∑∞

i=1 |xi|
2
) 1

2
e o operador Sr : l2 −→ l2

11, conhecido como operador

deslocamento a direita, dado por

Sr(x1, x2, · · · , xn, · · ·) = (0, x1, x2, · · · , xn, · · ·),

para qualquer seqüência (x1, x2, · · · , xn, · · ·) ∈ l2. Sr é um operador setorial uma vez que ele é linear

e

‖Sr(x1, x2, · · · , xn, · · ·)‖2 = ‖(0, x1, x2, · · · , xn, · · ·)‖2 = ‖(x1, x2, · · · , xn, · · ·)‖2 , ∀(x1, x2, · · · , xn, · · ·) ∈ l2
11Utilizamos aqui a notação Sr para o operador de deslocamento à direita em consoância com a notação presente

na literatura em inglês, na qual o mesmo operador é chamado Right Shift operator.
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Teorema 15 Se X é um espaço de Banach e A : X −→ X é um operador linear e limitado, então

A é setorial.

Demonstração. Sendo A um operador linear e limitado, obtemos, pelo teorema 2, que

{λ ∈ C : |λ| > ‖A‖} ⊂ ρ(A)

e

(λI −A)−1 =

∞∑
n=0

An

λn+1
,

para cada λ ∈ C com |λ| > ‖A‖. Em particular, {λ ∈ C : Reλ < −2 ‖A‖} ⊂ ρ(A). Uma vez que

− |λ| ≤ Reλ para todo λ ∈ C, é posśıvel concluir que para λ ∈ C com Reλ < −2 ‖A‖ vale que

− |λ| < −2 ‖A‖, de onde obtemos ‖A‖|λ| <
1
2 . Assim sendo,

‖λ(λI −A)‖ ≤
∞∑
n=0

(
‖A‖
|λ|

)n
≤
∞∑
n=0

(
1

2

)n
= 2.

Aplicando o teorema 14, conclúımos que A é um operador setorial em X.

Segue um resultado que diz que operadores definidos em espaços de Hilbert que são auto-

adjuntos e limitados inferiormente também são exemplos de operadores setoriais.

Teorema 16 Sejam H um espaço de Hilbert, com o produto interno 〈·, ·〉 e a norma ‖·‖, e o

operador auto-adjunto A : D(A) ⊂ H −→ H. Se A for limitado inferiormente, ou seja, existe uma

constante m tal que

〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2 , ∀x ∈ D(A),

então A é um operador setorial e, além disso, Reλ ≥ m para todo λ ∈ σ(A).

Demonstração. De acordo com a proposição 3, A é um operador fechado, uma vez que ele é auto-

adjunto. Além disso, o teorema 3 nos garante σ(A) ⊂ [m,∞) e, em particular, Σπ
4
(m) ⊂ ρ(A).

Note ainda que, para todo x, y ∈ D(A),

〈(A−mI)x, y〉 = 〈Ax, y〉 − 〈mx, y〉 = 〈x,Ay〉 − 〈x,my〉 = 〈x, (A−mI)y〉 (3.14)

e

〈(A−mI)x, x〉 = 〈Ax, x〉 −m 〈x, x〉 ≥ m ‖x‖2 −m ‖x‖2 = 0. (3.15)

Fixamos λ ∈ Σπ
4
(m) e definimos λ1 = λ −m. Dividiremos então em dois casos. No primeiro

consideramos Reλ1 < 0 e, de 3.14 e 3.15, obtemos

‖(λI −A)x‖2 = ‖(λ1I − (A−mI))x‖2

= |λ1|2 ‖x‖2 − 2Reλ1 〈(A−mI)x, x〉+ ‖(A−mI)x‖2
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≥ |λ1|2 ‖x‖2 .

Suponhamos agora, como um segundo caso, que 0 ≤ Reλ1 ≤ |Imλ1| então, para x ∈ D(A), temos

‖(λI −A)x‖2 = ‖(λ1I − (A−mI))x‖2

= |Imλ1|2 ‖x‖2 + ‖(Reλ1I − (A−mI))x‖2

≥ |Imλ1|2 ‖x‖2 ≥
|λ1|2

2
‖x‖2 ,

uma vez que

〈iImλ1x, (Reλ1I − (A−mI))x〉+ 〈(Reλ1I − (A−mI))x, iImλ1x〉

= iImλ1Reλ1 ‖x‖2 − iReλ1Imλ1 ‖x‖2 − iImλ1 〈(A−mI)x, x〉+ iImλ1 〈(A−mI)x, x〉 = 0.

Combinando os resultados acima, obtemos, para qualquer λ ∈ Σπ
4
(m) e qualquer x ∈ D(A),

‖(λI −A)x‖ ≥ |λ−m|√
2
‖x‖ .

De onde segue que, se λ ∈ Σπ
4
(m) e y ∈ H então x = (λI −A)y ∈ D(A) e

‖(λI −A)y‖ ≤
√

2

|λ−m|
‖y‖ .

Portanto,

‖(λI −A)‖ ≤
√

2

|λ−m|
, ∀λ ∈ Σπ

4
(m).

Logo A é um operador setorial em H.

O próximo resultado, que será crucial para o estudo do sistema 2.30- 2.32, afirma que o produto

cartesiano de operadores setoriais é também um operador setorial.

Proposição 4 Sejam A : D(A) ⊂ X −→ X e B : D(B) ⊂ Y −→ Y operadores setoriais nos

espaços de Banach X e Y , respectivamente. Então o operador

A×B : D(A)×D(B) −→ X × Y,

dado por (A×B)(x, y) = (Ax,By) para todo (x, y) ∈ D(A)×D(B), é setorial em X × Y .

Demonstração. Sendo A e B operadores lineares fechados e densamente definidos, então A× B
também tem as mesmas propriedades. Além disso, existem contantes a1, M1 e σ1 associadas ao

operador A tais que as condições da definição 25 são satisfeitas. Existem ainda constantes a2, M2

e σ2 associadas ao operador B de modo que as mesmas condições são satisfeitas, desta vez para o
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operador B. Uma vez que ρ(A×B) = ρ(A) ∩ ρ(B), basta tomarmos

a = min a1, a2 e σ = maxσ1, σ2,

e assim, Σσ(a) ⊂ ρ(A×B). Se M = maxM1,M2, então

∥∥(λI −A×B)−1
∥∥ =

∥∥(λI −A, λI −B)−1
∥∥ = max

{∥∥(λI +A)−1
∥∥ ,∥∥(λI +B)−1

∥∥} ≤ M

|λ− a|
,

para todo λ ∈ Σσ(a). De onde segue que A×B é um operador setorial.

Devemos agora provar que um operador como o definido acima, de fato, gera um semigrupo

anaĺıtico. O que na verdade se verifica, como veremos no teorema a seguir, é que se um operador

B é setorial, então −B é gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico. É possivel ainda provar

que a rećıproca é verdadeira, ou seja, se −B gera um semigrupo anaĺıtico então B é um operador

setorial [22]. Esta equivalência é muito importante para a resolução de problemas de valor inicial -

lineares ou não -, como veremos nas próximas seções.

Antes de apresentarmos o resultado que nos garante parte desta equivalência, faremos algumas

observações que nos serão úteis para a demonstração.

1. Seja A um operador setorial, que satisfaz 3.13 para constantes a e M , com λ em algum setor

Σσ(a). Tomando δ = π − σ, obtemos que

∥∥(λI +A)−1
∥∥ ≤ M

|λ+ a|
, ∀λ ∈ ∆δ(−a). (3.16)

De fato, sendo σ + δ = π, obtemos de 3.12 que

Σσ(a) ⊂ ρ(A)⇐⇒ ∆δ(−a) ⊂ ρ(−A).

Então se λ ∈ ∆δ(−a), verifica-se que λ está no resolvente de −A e, portanto, é possivel obter

uma limitação para (λI +A)−1.

2. Podemos ainda obter

∥∥(µI +B)−1
∥∥ ≤ M

|µ|
, ∀µ ∈ ∆δ, (3.17)

onde B = A−aI. De onde segue que, A é um operador setorial se, e somente se, B é setorial.

Observamos aqui que existe uma relação entre um semigrupo T (t) em L(X ) e o problema de

Cauchy,
d

dt
x(t) = Ax(t)

x(0) = x0.
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T (t) é, na verdade, solução do problema12

d

dt
T (t) = AT (t)

T (0) = IX .

Então, em geral, denota-se o semigrupo T (t) como etA.

Teorema 17 Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador setorial. Sejam

ainda M ≥ 1, a ∈ R e σ ∈ (0, π2 ) constantes satisfazendo as condições da definição 25, para o

operador A. Então valem as seguintes afirmações

1. −A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico T (t) : t ≥ 0 ⊂ L(X), onde

T (t) =
1

2πi

∫
Γ
(λI +A)−1eλtdλ, (3.18)

onde Γ = Γ(θ) representa uma curva de ∞e−iθ para ∞eiθ contida no resolvente de −A e

θ ∈ (π2 , π − σ);

2. para qualquer ε ∈ (0, θ), existe uma constante C = C(ε) tal que

‖T (t)‖ ≤ C, ‖AT (t)‖ ≤ C

|t|
, t ∈ ∆θ−ε; (3.19)

3. AT (t), dT (t)
dt são operadores limitados para t ∈ ∆θ e

dT (t)x

dt
= −AT (t)x, x ∈ X. (3.20)

Demonstração. De acordo com as observações 1 e 2, podemos supor, sem perda de generalidade,

que a = 0 e
∥∥(λ+A)−1

∥∥ ≤ M
|λ| , para λ ∈ ∆δ. Considere a seguinte definição

e−tA
.
=

1

2πi

∫
Γ
eλt(λI +A)−1dλ. (3.21)

A integral está bem definida em Γn = Γ ∩ {λ : |λ < n|}, pois o integrando é uma função de λ ∈ Γ

no conjunto das funções lineares e limitadas em X. Basta então considerar 3.21 como uma integral

imprópria. Observamos ainda que a integral acima converge absolutamente. Nosso próximo passo

é provar que ela, de fato, satisfaz as propriedades de semigrupo.

O teorema de Cauchy nos garante que

1

2πi

∫
Γ
eλt(λI +A)−1dλ =

1

2πi

∫
Γ′
eλt(λI +A)−1dλ,

12O operador T (t) é, por essa razão, também conhecido como operador solução.
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para o caso em que, por exemplo, Γ′ é definido como sendo a curva obtida de uma translação de

cada ponto λ ∈ Γ para a direita por uma distância fixa e positiva. Dados t, s > 0, podemos então

afirmar que

e−tA =
1

2πi

∫
Γ
eλt(λI +A)−1dλ

e

e−sA =
1

2πi

∫
Γ′
eµs(µI +A)−1dµ.

Obtemos assim, pelo Teorema de Fubini, que

e−tAe−sA =
1

(2πi)2

∫
Γ

∫
Γ′
eλt+µs(λI +A)−1(µI +A)−1dλdµ.

Sendo λ 6= µ, podemos usar a seguinte fórmula do resolvente

(λ+A)−1 − (µ+A)−1 = (µ− λ)(λ+A)−1(µ+A)−1,

que pode ser obtida multiplicando ambos os lados por (λ+A)−1(µ+A)−1. Então,

e−tAe−sA =
1

(2πi)2

∫
Γ

∫
Γ′
eλt+µs(µ− λ)−1

{
(λI +A)−1 − (µI +A)−1

}
dλdµ.

Como a curva Γ′ está a direita da curva Γ, obtemos, também pelo Teorema de Cauchy,∫
Γ
eλt(µ− λ)−1dλ = 0

e ∫
Γ′
eµt(µ− λ)−1dµ = 2πieλs,

pois µ não pertence ao interior da curva Γ, enquanto λ está no interior de Γ′. É possivel assim

obter, pelo Teorema de Fubini,

e−tAe−sA =
1

2πi

∫
Γ
eλ(t+s)(λI +A)−1dλ = e−(t+s)A.

Observamos que, se ε ∈ (0, θ − π
2 ), então a integral converge uniformemente em qualquer com-

pacto de ∆ε. Apenas por uma questão de conveniência, provaremos primeiro as afirmações 2 e 3 e

em seguida que 3.21 define um semigrupo fortemente cont́ınuo.

Se λ ∈ Γ, então λ
|t| pertence ao setor ∆δ, para t 6= 0, e portanto, vale que∥∥∥∥(

λ

|t|
I +A)−1

∥∥∥∥ ≤ C∣∣λ
t

∣∣ ≤ C |t|
|λ|

, (3.22)
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onde C = C(ε) é constante, para cada ε. Substituindo λ, em 3.21, por µ
|t| , obtemos

e−tA =
1

2πi

∫
Γ′′
eµρ(

µ

|t|
I +A)−1dµ

|t|
=

1

2πi

∫
Γ
eµρ(

µ

|t|
I +A)−1dµ

|t|
, (3.23)

onde Γ′′ = |t|Γ e ρ = arg t. Observamos que, mais uma vez, usamos o Teorema de Cauchy quando

afirmamos que a integral não se altera após a substituição de Γ′′ por Γ.

Obtemos assim, de 3.22 e 3.23, a desigualdade∥∥∥∥e−tA ∥∥∥∥≤ 1

2π

∫
Γ

∥∥∥∥ eµρ( µ|t|I +A)−1dµ

|t|

∥∥∥∥ ≤ C

2π

∫
Γ
|eµρ| |t|

|µ|
|dµ|
|t|
≤ C.

Além disso,

Ae−tA =
1

2πi

∫
Γ
eµρA(

µ

|t|
I +A)−1dµ

|t|

=
1

2πi

∫
Γ
eµρ
{

(A+
µ

|t|
I)− µ

|t|
I

}
(
µ

|t|
I +A)−1dµ

|t|

=
1

2πi

∫
Γ
eµρ

dµ

|t|
− 1

2πi

∫
Γ
eµρ

µ

|t|
(
µ

|t|
I +A)−1dµ

|t|

= − 1

2πi

∫
Γ
eµρ

µ

|t|
(
µ

|t|
I +A)−1dµ

|t|
,

e, portanto, ∥∥Ae−tA∥∥ ≤ C

2π

∫
Γ
|eµρ| |dµ|

|t|
≤ C

|t|
.

Observamos que as limitações obtidas acima são válidas para o caso em que |ρ| < θ − ε.
Obtemos de 3.21 que e−tA é diferenciável em t e ainda que, para x ∈ D(A),

d

dt
e−tAx+Ae−Atx =

1

2πi

∫
Γ
eλt
{
λ(λI +A)−1 +A(λI +A)−1

}
dλ

=
1

2πi

∫
Γ
eλt
{
I −A(λI +A)−1 +A(λI +A)−1

}
dλ

=
1

2πi

∫
Γ
eλtdλ

= 0.

Sendo A um operador fechado, obtemos ainda que

d

dt
e−tAx = Ae−Atx, ∀x ∈ X.

Sejam x ∈ D(A) e t ∈ ∆θ−ε, então

e−tAx− x =
1

2πi

∫
Γ
eλt
{

(λI +A)−1 − λ−1
}
xdλ = − 1

2πi

∫
Γ
λ−1eλtA(λI +A)−1xdλ.
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Segue assim que,

lim
t→0

e−tAx− x = − 1

2πi

∫
Γ
λ−1A(λI +A)−1xdλ = 0.

A conclusão é a mesma para o caso em que x ∈ X usando o fato de que
∥∥e−tA∥∥ ≤ C, se t ∈ ∆θ−ε.

Conclúımos então que, de fato,
{
e−tA

}
t≥0

é um semigrupo anaĺıtico em ∆θ−ε. Observamos

ainda que o Teorema de Cauchy nos garante que esta conclusão não depende da curva Γ, ou seja,

não depende de θ. Resta-nos provar que −A é o gerador infinitesimal de e−tA.

Tomemos então x ∈ D(A). Segue pelo Teorema Fundamental do Cálculo, que

lim
t→0

e−tA − x
t

= lim
t→0

1

t

∫ 0

t
e−sAAxds = −Ax.

O que, por sua vez, nos leva a concluir que o domı́nio do gerador B de e−tA contém o domı́nio de

A e B|D(A) = −A. É suficiente então provarmos que os domı́nios de A e de B coincidem.

Já que D(A) ⊂ D(B), nos resta provar que D(B) ⊂ D(A), onde D(B) é o domı́nio do operador

B. Defina então, para cada λ ≥ 0,

Pλx =

∫ ∞
0

e−λte−tAdt.

Como
∥∥e−tA∥∥ ≤ C, a integral está bem definida pois converge absolutamente, se x ∈ X. Se

provarmos que

(i) D(B) ⊂ R(Pλ) e

(ii) R(Pλ) ⊂ D(A), onde R(Pλ) é a imagem de X por V , obteremos o resultado.

Seja x ∈ X. Afirmamos que Pλx ∈ D(A). De fato,

e−sAPλx− Pλx =
e−sA

∫∞
0 e−λte−tAdt−

∫∞
0 e−λte−tAdt

s

=
1

s

∫ ∞
0

e−λte(t+s)Axdt− 1

s

∫ ∞
0

e−λte−tAxdt

=
eλs − 1

s

∫ ∞
0

e−λte−tAxdt− eλs

s

∫ s

0
e−λte−tAxdt,

e, portanto,

lim
s→0

e−sAPλx− Pλx = λPλx− x.

De onde segue (ii). Obtemos, ainda do limite acima, que

(λI −B)Pλx = x. (3.24)

Além disso, se x ∈ D(B) então e−tA ∈ D(B), para todo t ≥ 0, e

B(Pλx) = B

∫ ∞
0

e−λte−tAxdt =

∫ ∞
0

e−λte−tABxdt = Pλ(Bx).
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Logo, de 3.24 e da igualdade acima, obtemos

Pλ(λI −B)x = x,

de onde segue (i).

3.2.4 Potências fracionárias de operadores

Dedicaremos esta subseção ao estudo das potências fracionárias de operadores setoriais. Veremos

na última seção deste caṕıtulo que este estudo desempenhará um papel fundamental na teoria de

existência de soluções para problemas de Cauchy semilineares do tipo parabólico. Além disso, nos

permitirá analisar o comportamento assintótico das soluções de tais problemas.

Uma vez que as definições e resultados desta subseção envolvem o conceito da função Gama,

introduziremos inicialmente a seguinte

Definição 26 Para cada z ∈ C a função Gama em z é definida por

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt.

A função Gama pode ser vista como uma extensão da função fatorial, para o plano complexo.

Além disso, Γ satisfaz a seguinte propriedade, conhecida como Fórmula de Reflexão de Euler,

Γ(1− z)Γ(z) =
π

sinπz
.

Definição 27 Suponha que A seja um operador setorial e Re λ > 0, para todo λ ∈ σ(A). Então,

para qualquer α > 0, definimos

A−α =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1e−Atdt. (3.25)

O próximo teorema nos fornece uma fórmula alternativa a 3.25, mas que pode ser usada como

definição de potência fracionária para casos mais gerais. Pode ser usada, por exemplo, para o caso

em que operador A não é setorial. Apesar disso nos restringimos ao contexto da definição 3.25.

Teorema 18 Seja A um operador setorial em X tal que Re λ > 0, para todo λ ∈ σ(A). Então,

para α ∈ (0, 1),

A−α =
sinπα

π

∫ ∞
0

λ−α(λI +A)−1dλ.

Demonstração. De acordo com o teorema 9, para todo x ∈ X, (λ+A)−1 =
∫∞

0 e−Ate−λtdt, para

λ > 0. Então, ∫ ∞
0

λ−α(λ+A)−1dλ =

∫ ∞
0

λ−α
(∫ ∞

0
e−Ate−λtdt

)
dλ

=

∫ ∞
0

e−At
(∫ ∞

0
λ−αe−λtdλ

)
dt
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=

∫ ∞
0

e−Attα−1Γ(1− α)dt

=
sinπα

π
A−α,

uma vez que Γ(α)Γ(1− α) = sinπα
π .

Seguem abaixo alguns resultados acerca das propriedades das potências fracionárias de um

operador setorial A.

Lema 11 Seja A é um operador setorial em X tal que Re λ > 0, para todo λ ∈ σ(A). Então,

A−α ∈ L(X) e A−αA−β = A−(α+β), para todo α ≥ 0 e β ≥ 0.

Demonstração. Vamos verificar que A−α ∈ L(X) exibindo uma constante C que limita o operador

A−α. De acordo com o teorema 21

A−α =
sinπα

π

∫ ∞
0

λ−α(λ+A)−1dλ

e, portanto,

∥∥A−α∥∥ ≤ ∥∥∥∥sinπαπ

∫ 1

0
λ−α(λ+A)−1dλ

∥∥∥∥+

∥∥∥∥sinπαπ

∫ ∞
1

λ−1−αλ(λ+A)−1dλ

∥∥∥∥ .
Sejam C1 e C2 constantes positivas tais que

∥∥(λI +A)−1
∥∥ ≤ C1, se t ∈ [0, 1], e

∥∥λ(λI +A)−1
∥∥ ≤ C2.

A existência de tais constantes é garantida pelo teorema 21. Obtemos então que,

∥∥A−α∥∥ ≤ ∣∣∣∣sinπ(1− α)

π(1− α)

∣∣∣∣C1 +

∣∣∣∣sinπα)

πα)

∣∣∣∣C2 ≤ C.

Nosso próximo passo é provar que A−αA−β = A−(α+β), se α > 0 e β > 0. De fato,

A−αA−β =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

∫ ∞
0

tα−1sβ−1T (t)T (s)dtds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

tα−1

∫ ∞
0

(u− t)β−1T (u)dudt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

∫ u

0
tα−1(u− t)β−1dtT (u)du

=
1

Γ(α+ β)

∫ 1

0
zα−1(1− z)β−1dz ·

∫ ∞
0

uα+β−1T (u)du

= A−(α+β).

Lema 12 Se A é um operador setorial em X, então A−α é injetora, para todo α > 0.

Demonstração. Se α = 1, a afirmação é válida. O que implica que A−n é injetora, para todo

inteiro n ≥ 1. Seja x ∈ X tal que A−αx = 0, para algum α > 0. Tomando algum inteiro n com
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n > α, temos que A−nx = A−n+αA−αx = 0, de onde obtemos que x = 0. Logo A−α é injetora,

para todo α > 0.

Estendemos a seguir a definição 27 para o caso em que α ≤ 0.

Definição 28 Seja A um operador setorial tal que Re λ > 0, para todo λ ∈ σ(A). Definimos, para

todo α > 0,

Aα = (A−α)−1, (3.26)

com D(Aα) = R(A−α). Se α = 0, definimos Aα = I.

Teorema 19 Seja Aα como na definição acima. Então são válidas as seguintes afirmações:

1. se α > 0, Aα é um operador fechado;

2. se α ≥ β > 0 então D(Aα) ⊂ D(β);

3. D(Aα) é denso em X, para todo α ≥ 0;

4. se α e β são reais então Aα+βx = Aα ·Aβx, para todo x ∈ D(Aγ), onde γ = max(α, β, α+β).

Demonstração.

1. Se α > 0, Aα é invert́ıvel e, portanto, 0 ∈ ρ(Aα). O que implica que Aα é fechado.

2. Se α ≥ β, é posśıvel obter, aplicando o lema 12, A−α = A−β · A−(α−β). De onde segue que

D(Aα) ⊂ D(β).

3. De acordo com item 2 do teorema 9, D(An) = X para n = 1, 2, 3, · · ·. Além disso, pelo item

anterior, temos que D(An) ⊂ D(Aα) para α ≤ n. De onde segue a afirmação 3.

4. Para verificarmos a última afirmação devemos dividir em dois casos. No primeiro supomos

α > 0 e β > 0, já no segundo consideramos α > 0 e β ≤ 0. São os únicos a ser considerados,

uma vez que um terceiro caso seria aquele proposto no lema 12. Verifiquemos então o primeiro

caso. Se x ∈ D(AαAβ) então x ∈ D(Aβ) e Aβx ∈ D(Aα). Logo

y = AαAβx⇒ A−αy = Aβx⇒ x = A−βA−αy = A−(α+β)y,

e, portanto, x ∈ D(Aα+β) e Aα+βx = y = AαAβx. Da mesma forma, se x ∈ D(Aα+β) é

posśıvel concluir que x ∈ D(AαAβ) e Aα+βx = AαAβx. O segundo caso também é uma

conseqüência da definição de Aα e do lema 12.

O teorema a seguir nos fornece uma fórmula expĺıcita para Aαx, com α ∈ (0, 1) e x ∈ D(A) ⊂
D(Aα), de maneira semelhante a que obtemos para A−αx no teorema 18.
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Teorema 20 Seja A um operador setorial em X tal que Re λ > 0, para todo λ ∈ σ(A). Então,

para α ∈ (0, 1) e x ∈ D(Aα),

Aαx =
sinπα

π

∫ ∞
0

λα−1A(λI +A)−1xdλ.

Demonstração. Se 0 < α < 1, então 0 < 1− α < 1. Obtemos assim, pelo teorema 18,

Aα−1x =
sinπα

π

∫ ∞
0

λα−1(λI +A)−1xdλ, (3.27)

para x ∈ D(Aα). Aplicando o operador A de ambos os lados da igualdade acima, temos que

Aαx =
sinπα

π

∫ ∞
0

λα−1A(λI +A)−1xdλ. (3.28)

Sendo x um elemento de D(Aα), então Aα−1x ∈ D(A) e, portanto, o primeiro lado da igualdade 3.28

faz sentido. Além disso, o integrando em 3.27 pertence ao domı́nio de A para todo t > 0 e a última

integral está bem definida, uma vez que A(λI+A)−1xdλ é uniformemente limitado numa vizinhança

de t = 0 e
∥∥λα−1A(λI +A)−1x

∥∥ ≤ λα−2M ‖Ax‖, onde M é a constante dada pelo teorema 5. Logo

λα−1A(λI +A)−1x é integrável em [0,∞[.

Teorema 21 Sejam A um operador setorial em X e α ∈ [0, 1]. Então existe uma constante C > 0,

que só depende de A, tal que

‖Aαx‖ ≤ C ‖Ax‖α ‖x‖1−α ,

para todo α ∈ [0, 1] e x ∈ D(A).

Demonstração. O resultado segue imediatamente se α = 0 ou α = 1. Suponha então α ∈ (0, 1).

De acordo com o teorema anterior

Aαx =
sinπα

π

∫ ∞
0

λα−1A(λI +A)−1xdλ,

de onde obtemos a seguinte limitação

‖Aαx‖ ≤ sinπα

π

[∫ ρ

0
λα−1(M + 1) ‖x‖ dλ+

∫ ∞
ρ

λα−2M ‖Ax‖ dλ
]

≤ sinπα

π
(M + 1)

(
ρα

α
‖x‖+

ρα−1

1− α
‖Ax‖

)
,

onde ρ é uma constante positiva qualquer e M é a constante dada pelo teorema 5. Tomando

ρ = ‖Ax‖
‖x‖ , obtemos

‖Aαx‖ ≤ sinπα

π
(M + 1)

(
‖Ax‖α

‖x‖α−1 α
+

‖Ax‖α

‖x‖α−1 (1− α)

)
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≤ sinπα

π
(M + 1)

(
1

α
+

1

1− α

)
‖Ax‖α ‖x‖1−α .

Basta definirmos C = supα∈(0,1)

{
sinπα
π (M + 1)

(
1
α + 1

1−α

)}
e então concluiremos o resultado.

Teorema 22 Sejam A e B operadores setoriais em X tais que D(A) = D(B) e Re λ > 0 para

todo λ ∈ σ(A) ∪ σ(B). Se além disso (A−B)A−α ∈ L(X), para algum α ∈ [0, 1), então AβB−β e

BβA−β são limitados em X, para todo β ∈ [0, 1].

Demonstração. Pelo teorema anterior,
∥∥Aβ(λI +A)−1

∥∥ ≤ C |λ|β−1 em {λ ∈ C : |π − argλ| ≥ θ},
para β ∈ [0, 1], alguma constante positiva C e θ < π

2 . Para os casos β = 0 e β = 1, o resultado

segue diretamente. Suponhamos então que β ∈ (0, 1), então

B−β −A−β =
sinπβ

π

∫ ∞
0

λ−β(λI +B)−1(A−B)(λI +A)−1dλ.

De onde é posśıvel obter que BβA−β é limitado.

Uma vez que

[I +Aα(λI +A)−1(B −A)A−α]Aα(λI +B)−1 = Aα(λI +A)−1,

obtemos
∥∥Aα(λI +B)−1

∥∥ = O(|λ|α−1), se |λ| → ∞. Substituindo A por B na identidade integral

acima, obtemos que AβB−β também é um operador limitado.

Definição 29 Seja A um operador setorial em um espaço de Banach X. Para cada α ≥ 0, define-

se o espaço

Xα = D((aI +A)α),

para algum a ∈ R, com a norma do gráfico dada por

‖x‖α = ‖(aI +A)α‖ ,

para cada x ∈ Xα.

Afirmamos que Xα é um espaço de Banach com a norma ‖·‖α, uma vez que 0 ∈ σ((aI +A)α).

Afirmamos ainda que o espaço Xα não depende da escolha de a e que valores distintos de a fornecem

normas equivalentes em Xα. Tais afirmações serão verificadas nos dois próximos resultados.

Teorema 23 Sejam A e B operadores setoriais em X tais que D(A) = D(B) e Re λ > 0 para

todo λ ∈ σ(A) ∪ σ(B). Se além disso

‖(A−B)x‖ ≤ C ‖Ax‖α ‖x‖1−α , ∀x ∈ D(A),

para algum α ∈ [0, 1) e alguma constante C positiva, então D(Aβ) = D(Bβ), para todo β ∈ [0, 1].
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Esta demonstração não será apresentada aqui. O leitor é referido à [33].

Proposição 5 Sejam A um operador setorial em X, A1 = aI + A e A2 = bI + A, para α ∈ [0, 1]

e constantes distintas a e b. Então D(Aα1 ) = D(Aα2 ) e as normas geradas por A1 e A2, como na

definição 29, são equivalentes.

Demonstração. Aplicando o teorema anterior para A1 e A2, concluimos que D(Aα1 ) = D(Aα2 ),

para α ∈ [0, 1]. Sejam ‖·‖α1
e ‖·‖α2

as normas geradas por A1 e A2, respectivamente. Ou seja, para

cada x ∈ D(Aα1 ) = D(A2)α, tem-se ‖x‖α1
= ‖Aα1x‖ e ‖x‖α2

= ‖Aα2x‖. Nosso objetivo é mostrar

que existem constantes K1 e K2 tais que

K1 ‖x‖α1
≤ ‖x‖α2

≤ K2 ‖x‖α1
.

Uma vez que, (A1 −A2)Aα1 = (a− b)Aα1 , podemos aplicar o teorema 23 e concluir que

∥∥Aα1A−α2

∥∥ ≤ K1 e
∥∥Aα2A−α1

∥∥ ≤ K2,

para constantes K1 e K2. De onde segue que,

K1 ‖Aα1x‖ ≤ ‖Aα2x‖ ≤ K2 ‖Aα1x‖ ,

como queŕıamos demonstrar.

3.3 Problemas de Cauchy lineares homogêneos e não homogêneos

Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear densamente definido.

Dado u0 ∈ X, o problema de Cauchy linear abstrato para A, com u0 como dado inicial, é encontrar

uma solução do seguinte problema

ut = Au(t), ∀t > 0 (3.29)

u(0) = u0.

Mais precisamente, queremos saber em que condições o problema acima está bem-posto. O que

significa dizer, como vimos no caṕıtulo anterior, que o problema tem uma solução, ela é única e

ainda depende continuamente do dado inicial.

A linearidade do problema 3.29 torna os argumentos acerca dos aspectos da sua boa colocação

um pouco mais simples. Devido a tais facilidades discutiremos inicialmente os casos lineares ho-

mogêneo e não homogêneo, e na próxima seção passaremos ao caso semilinear13, que coincide com

o problema de Cauchy de reação-difusão apresentado na subseção 2.1.1.

Antes de iniciarmos essa primeira discussão, precisamos esclarecer o que entendemos por solução

de 3.29. Apresentamos então a seguinte

13Como referências adicionais àquelas utilizadas aqui e citadas na introdução, sugerimos [3] e [2]
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Definição 30 Dizemos que uma função u : [0,∞) −→ R é uma solução clássica de 3.29 se u é

cont́ınua em [0,∞), continuamente diferenciavel, u(t) ∈ D(A) para t > 0 e u satisfaz 3.29.

Como já vimos na seção anterior, se A for gerador de um semigrupo fortemente cont́ınuo T (t),

então u(t) = T (t)x é uma solução de 3.29, ainda que u, assim definida, não seja continuamente

diferenciável. Sendo assim, se faz necessária uma outra noção de solução do problema de Cauchy

linear abstrato para A.

Definição 31 Se A é gerador de um semigrupo fortemente cont́ınuo T (t), dizemos que a função

u ∈ C((0,∞);X) dada por

u(t) = T (t)u0, ∀t ∈ (0,∞),

é uma solução fraca de 3.29 em R+.

O próximo resultado diz que se a condição inicial u0 pertence ao domı́nio de A e A gera um

semigrupo fortemente cont́ınuo T (t) então existe uma única solução fraca de 3.29 e ela é também

uma solução clássica. Usaremos na próxima demonstração e na subseção seguinte o conceito de

norma do gráfico. Portanto, segue inicialmente a

Definição 32 Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear,

fechado e densamente definido. Dizemos que ‖·‖A é a norma do gráfico em D(A), onde, para cada

x ∈ D(A),

‖x‖A = ‖x‖+ ‖Ax‖ .

Observamos que, se A for invert́ıvel então a norma acima é equivalente a norma ‖x‖1 = ‖Ax‖.

Teorema 24 Seja A um operador linear densamente definido em um espaço de Banach X tal que

ρ(A) é não vazio. Então o problema 3.29, com u0 ∈ D(A), está bem posto se, e somente se, A gera

um semigrupo fortemente cont́ınuo em X.

Demonstração. Suponhamos a prinćıpio que A gera um semigrupo fortemente cont́ınuo T (t).

Uma vez que u0 ∈ D(A), podemos afirmar, pela definição que, a função u : [0,∞) −→ X dada por

u(t) = T (t)u0 é uma solução de 3.29. Além disso, u ∈ C1([0,∞);X) e Im(u) ⊂ D(A). Nos resta

então checar a unicidade de solução para 3.29. Suponha que a função v seja uma outra solução e

escolha t e s em [0,∞) de modo que s ≤ t, então

d

ds
[T (t− s)v(s)] = T (t− s)Av(s)−AT (t− s)v(s) = T (t− s)Av(s)− T (t− s)Av(s) = 0.

Logo T (t− s)v(s) não depende de s. Tomamos assim, s = 0 e s = t a fim de obtermos

T (t− 0)v(0) = T (t− t)v(t),

ou seja, v(t) = T (0)v(t) = T (t)u0.
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Reciprocamente, supomos que 3.29 está bem posto e tomamos λ ∈ ρ(A). Podemos supor, sem

perda de generalidade, λ = 0. De fato, se λ 6= 0, substituimos A por B = A − λI e assim, uma

função u é solução de 3.29 se, e somente se, v(t) = e−λtu(t) é solução de

vt = Bv(t), ∀t > 0

v(0) = u0.

além disso, 0 ∈ ρ(B). Sendo então λ = 0 prosseguimos definindo os seguintes espaços de Banach:

X = C1([0, 1];X) com a norma ‖u‖X = sup
t∈[0,1]

(‖u(t)‖+ ‖ut(t)‖)

e

Y = D(A) com a norma ‖v‖Y = ‖Av‖ .

Consideremos a aplicação S : Y −→ X dada por S(v) = u, onde u é a única solução de

ut = Au(t), ∀t > 0

u(0) = v.

Pela linearidade do problema de Cauchy acima e unicidade da solução, conclúımos que S é um

operador linear definido em todo o espaço D(A). Afirmamos que S é um operador fechado. De

fato, considerando uma seqüência (vn) em Y tal que vn −→ 0 e S(vn) −→ u, é suficiente provar

que u = S(0) = 0. Sendo A um operador fechado, então

S(vn)(t)
.
= un(t) −→ u(t) e Aun(t) = (un)t(t) −→ ut(t)⇒ u(t) ∈ D(A) e ut(t) = Au(t).

Obtemos ainda que u(0) = limn→∞ un(0) = 0 e, portanto, u ≡ 0. O Teorema do Gráfico Fechado

nos permite então concluir que S é um operador limitado. Definimos a aplicação T (t) : Y −→ Y
por T (t)v = S(v)(t). Sendo S limitado, então

sup
t∈[0,1]

(‖u(t)‖+ ‖ut(t)‖) ≤ ‖S‖ ‖Au0‖ .

Logo, a famı́lia {T (t) : t ≥ 0} é um semigrupo fortemente cont́ınuo em D(A), uma vez que ‖T (t)‖ ≤
‖L‖ para t ∈ [0, 1].

Estudaremos agora o caso não homogêneo. Considere então o seguinte problema

ut = Au(t) + f(t), ∀t > 0 (3.30)

u(0) = u0,

onde A é um operador linear fechado e densamente definido em X, u0 ∈ X e f : [0, T ) −→ X, para

algum T ∈ R+.
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Para o problema de Cauchy abstrato não homogêneo 3.30 introduziremos também duas noções

de solução e apresentaremos algumas relações entre elas.

Definição 33 Dizemos que uma função u : [0, T ) −→ X é uma solução clássica de 3.30 em [0, T )

se u é cont́ınua em [0, T ), continuamente diferenciável em (0, T ), u(t) ∈ D(A) para t ∈ (0, T ) e u

satisfaz 3.30 em [0, T ).

Definição 34 Seja A é gerador de um semigrupo fortemente cont́ınuo T (t) e
∫ T

0 ‖f(t)‖ dt < ∞.

Dizemos que u ∈ C([0, T ];X) é uma solução fraca de 3.30 em [0, T ], se

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, T ], (3.31)

para cada x ∈ X.

Observamos que se f ≡ 0 a definição de solução fraca para 3.30 coincide com aquela correspon-

dente ao caso homogêneo.

Proposição 6 Sejam A gerador de um semigrupo fortemente cont́ınuo e
∫ T

0 ‖f(t)‖ dt <∞ então,

para cada u0 ∈ X, o problema de Cauchy abstrato 3.30 tem no máximo uma solução (clássica).

Além disso, se existir uma solução (clássica) então ela é uma solução fraca.

Demonstração. Suponha a prinćıpio que exista uma solução (clássica) de 3.30, mas que não seja

única. Denotaremos por u e v duas soluções e por w a diferença entre elas, ou seja, w = u − v.

Então,

wt = Aw(t), ∀t > 0

w(0) = 0,

Uma vez que w ≡ 0 é uma solução do problema acima e, pelo teorema 24, se existir uma solução

então ela é única, conclúımos que u ≡ v.

Suponha que exista uma solução clássica u de 3.30, mostraremos que ela é dada por 3.31. Seja

T (t) o semigrupo fortemente cont́ınuo gerado por A, então a função g : [0,∞) −→ X dada por

g(s) = T (t− s)u(s) é diferenciável e, para 0 < s < t,

dg

ds
= T (t− s)ut(s)−AT (t− s)u(s)

= T (t− s)Au(s) + T (t− s)f(s)−AT (t− s)u(s)

= T (t− s)f(s).

Sendo
∫ T

0 ‖f(t)‖ dt <∞, então T (t− s)f(s) é integrável e, portanto,∫ t

0

dg

ds
ds =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds,
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ou seja,

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds.

Sabemos que se A for gerador de um semigrupo fortemente cont́ınuo T (t) e
∫ T

0 ‖f(t)‖ dt < ∞
então o problema 3.30 tem uma solução fraca. Estamos interessados agora nos casos em que, além

de existir, tal solução é também clássica. Mais precisamente, queremos saber em que condições o

problema 3.30 está bem posto. Este é o conteúdo do próximo teorema.

Teorema 25 Sejam A um gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico em X e u0 ∈ D(A).

Então 3.30 tem uma única solução (clássica) u ∈ C1([0,∞);X), com u(t) ∈ D(A) para todo

t ∈ (0,∞), se f satisfaz pelo menos uma das seguintes afirmações:

1. f ∈ C([0,∞);X), f(t) ∈ D(A) para todo t ∈ (0, T ) e Af ∈ C([0, T );X);

2. f ∈ C1((0, T );X).

Demonstração. Sabemos da proposição 6 que, se existir uma solução (clássica) de 3.30, então ela

deve ser única e da forma 3.31. Uma vez que A é gerador de um semigrupo fortemente cont́ınuo e,

assumindo 1 ou 2, pode-se ainda obter que
∫ T

0 ‖f(t)‖ dt <∞ para T ∈ (0,∞), conclúımos que

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

é de fato uma solução (fraca). Nosso próximo passo é garantir que u como na definição 34 pertence

a C1([0,∞);X) e que u(t) ∈ D(A), se t ∈ (0,∞).

Prosseguimos definindo a seguinte função,

v(t)
.
=

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds.

É claro que, u ∈ C1([0,∞);X) se, e somente se, v ∈ C1([0,∞);X). Além disso, em ambos os casos

obteŕıamos

ut(t) = AT (t)u0 + vt(t).

Portanto, se u(0) = u0,

ut(t) = Au(t) + f(t)⇐⇒ vt(t) = Au(t) + f(t)−AT (t)u0 = Av(t) + f(t),

já que Au(t) + f(t) = ut(t) = AT (t)u0 + vt(t).

Suponhamos inicialmente que a afirmação 1 seja válida. Então v(t) ∈ D(A) e assim obtemos

que u(t) ∈ D(A), se t > 0. Além disso, v ∈ C1([0,∞)) e

vt(t) = T (0)f(t) +

∫ t

0

∂

∂t
T (t− s)f(s)ds
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= f(t) +

∫ t

0
T (t− s)Af(s)ds

= f(t) +Av(t),

pois Av(t) =
∫ t

0 T (t− s)Af(s)ds.

Se a afirmação 2 for válida, então observamos a prinćıpio que∫ b

a
T (t)ydt ∈ D(A) e A

∫ b

a
T (t)ydt = T (b)y − T (a)y,

para todo y ∈ X e a, b ∈ R. Uma vez que o lema anterior não pode ser aplicado diretamente,

escreveremos v da seguinte forma:

v(t) =

∫ t

0
T (t− s)

(
f(0) +

∫ s

0
ft(r)dr

)
ds

=

∫ t

0
T (t− s)f(0)ds+

∫ t

0

∫ t

r
T (t− s)ft(r)dsdr

=

∫ t

0
T (τ)f(0)dτ +

∫ t

0

∫ t−r

0
T (τ)ft(r)dτdr,

e então, podemos concluir que v(t) ∈ D(A) para todo t > 0. Vale ainda que v ∈ C1([0,∞);X) e

vt(t) =
d

dt

∫ t

0
T (τ)f(t− τ)dτ

= T (t)f(0) +

∫ t

0
T (τ)ft(t− τ)dτ

= T (t)f(0) +

∫ t

0
T (t− s)ft(s)ds.

Por outro lado,

Av(t) = T (t)f(0)− f(0) +

∫ t

0
[−ft(s) + T (t− s)ft(s)] ds =

= T (t)f(0)− f(0)− f(t) + f(0) +

∫ t

0
T (t− s)ft(s)ds.

Combinando as identidades acima, obtem-se o resultado desejado.

Descrevemos a seguir condições para que o problema de valor inicial 3.30 tenha uma única

solução (clássica) para todo x ∈ X. Uma das condições envolve o conceito de função Hölder

cont́ınua e, portanto, apresentamos inicialmente a seguinte

Definição 35 Sejam X um espaço de Banach, I = [a, b] ⊂ R e f : I −→ X. Dizemos que f é
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uma função Hölder cont́ınua se existirem constantes reais K e η, com 0 < η ≤ 1, tais que

‖f(t)− f(s)‖ ≤ K |t− s|η , ∀s, t ∈ I.

Exemplo 6 Toda função Lipschtziana é Hölder cont́ınua. Basta tomarmos η = 1 e K = CLip.

Exemplo 7 Seja fα : I −→ R dada por

f(x) = αx.

Então,

|αx− αy| ≤ |α| |x− y| ,

e, assim, se tomarmos K = |α| e η = 1, segue que {fα;α ∈ R} é uma famı́lia de funções Hölder

cont́ınuas.

Teorema 26 Sejam A um operador setorial, f uma função Hölder cont́ınua em [0, T ], para cada

T ∈ (0,∞), e u0 ∈ X. Então 3.30 tem uma única solução (clássica) u ∈ C([0,∞);X) ∩
C1((0,∞);X). Além disso, se u0 ∈ D(A) então u ∈ C1([0,∞);X).

Demonstração. Seja T (t) o semigrupo gerado por A. Então T (t)(X) ∈ D(A) para t > 0 e ainda,

pela demonstração do teorema 25, é suficiente provar que v : [0,∞) −→ D(A) e Av ∈ C([0,∞);X)

onde

v(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds,

para t ∈ [0,∞). Sejam

v1(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(t)ds =

∫ t

0
T (r)f(t)dr

e

v2(t) =

∫ t

0
T (t− s)[f(s)− f(t)]ds,

então v = v1 + v2. Observamos que v1(t) ∈ D(A) e, uma vez que Av1(t) = [T (t) − I]f(t),

Av1 é cont́ınua em [0,∞). A fim de obtermos as mesmas conclusões para v2, faremos a seguinte

aproximação

lim
ε→0

wε(t) = v2(t),

onde

wε
.
=

{ ∫ t−ε
0 T (t− s)[f(s)− f(t)]ds se t ≥ ε

0 se 0 ≤ t ≤ ε.

De fato wε converge uniformemente em t para v2(t) em qualquer subconjunto limitado de [0,∞).

Obtemos de

AT (t− s)[f(s)− f(t)] = [AT (ε)]T (t− s− ε)[f(s)− f(t)]
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que wε(t) ∈ D(A) e, portanto,

Awε(t) =

∫ t−ε

0
AT (t− s)[f(s)− f(t)]ds.

Sendo f Hölder cont́ınua e ‖AT (t− s)‖ ≤ C
(t−s) , para 0 ≤< t < T e para alguma constante

C = C(T ), obtemos

lim
ε→0

Awε =

∫ t

0
AT (t− s)[f(s)− f(t)]ds.

Como A é fechado, v2(t) ∈ D(A) e

Av2(t) =

∫ t

0
AT (t− s)[f(s)− f(t)]ds.

Resta-nos provar que Av2 ∈ C([0,∞);X). É claro que, Av2 é cont́ınua em t = 0. Vamos supor

então que t > 0 e, assim

Av2(t) = J1(t) + J2(t),

onde J1(t) =
∫ δ

0 AT (t− s)[f(s)− f(t)]ds, J2(t) =
∫ t
δ AT (t− s)[f(s)− f(t)]ds e δ ∈ (0, t). Para cada

δ fixo, J2 ∈ C([0,∞);X) e ‖J1(t)‖ = O(δ), em cada intervalo da forma [0, T ]. Logo, Av2 é cont́ınua

em [0,∞).

3.4 O problema de Cauchy semilinear

O principal objetivo desta seção é apresentar alguns resultados acerca da existência, unicidade e

regularidade de soluções do problema de Cauchy semilinear, com o intuito de, no próximo caṕıtulo,

discutirmos estes mesmos aspectos mas do particular caso 2.30- 2.32.

Considere então um espaço de Banach X e um operador setorial A : D(A) ⊂ X −→ X. Pode-se

então definir as potências fracionárias de A1
.
= A+aI e ainda os espaços Xα = D(Aα1 ) com a norma

do gráfico ‖x‖α = ‖Aα1 ‖, para α > 0 e a ≥ 0. Seja ainda uma função f : U ⊂ (R × Xα) −→ X,

para algum α ∈ [0, 1), cont́ınua. Queremos estudar a boa colocação do seguinte problema de valor

inicial

ut = −Au(t) + f(t, u), ∀0 < t < t1 (3.32)

u(0) = u0,

onde u0 ∈ Xα. O sinal negativo indica apenas que queremos resolver o problema de Cauchy abstrato

para o caso parabólico, uma vez que o sinal contorna alguns problemas de notação relacionados ao

uso das potências fracionárias de A.14

Como no caso linear, vamos inicialmente discutir os conceitos de soluções clássica e fraca, desta

vez para o problema 3.32. Inicialmente apresentamos a seguinte

14O mesmo não ocorre no caso semilinear hiperbólico, uma vez que este tipo de problema não tem como condição
que o operador A seja setorial e, portanto, não faz sentido falar em potências fracionárias, já que estas não estariam
definidas.
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Definição 36 Sejam U um subconjunto aberto de R+ × Xα e f : U −→ X. Dizemos que f é

Hölder cont́ınua em t e Lipschitziana em u se existirem contantes K e η, com 0 < η ≤ 1, tais que

‖f(t1, u1)− f(t2, u2)‖ ≤ K (|t1 − t2|η + ‖u1 − u2‖α) ,

para quaisquer (t1, u1) e (t2, u2) em U .

Definição 37 Sejam A um operador setorial e f : U ⊂ R×Xα −→ X. Dizemos que uma função

cont́ınua u : [t0, t1) −→ X é uma solução fraca de 3.32 se u for solução da seguinte equação integral

u(t) = e−A(t−t0)u0 +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, u(s))ds. (3.33)

A equação 3.33 é conhecida como Fórmula da Variação das Constantes.

Definição 38 Se A é um operador setorial e f : U ⊂ R ×Xα −→ X localmente Hölder cont́ınua

em t, então uma solução (clássica) do problema de valor inicial 3.32 é uma função cont́ınua u :

[t0, t1) −→ X tal que u(t0) = u0 e em (t0, t1) vale que (t, u(t)) ∈ U , u(t) ∈ D(A), u é diferenciável,∫ t
t0

(t− s)−α ‖f(t, u(t))‖ dt→∞, quando t→ t+0 , e u ainda satisfaz a equação diferencial em 3.32.

O próximo resultado mostra que no caso semilinear o conceito de solução fraca não se faz

necessário, uma vez que verificaremos que as definições acima são equivalentes15.

Lema 13 Suponha que A : D(A) ⊂ X −→ X seja um operador setorial e f uma função localmente

Hölder cont́ınua em t e localmente Lipschitziana em u. Então as seguintes afirmações são válidas:

1. se u é uma solução clássica de 3.32 em (t0, t1) então u é uma solução fraca.

2. se u : [t0, t1) −→ Xα é uma função cont́ınua tal que (t, u(t)) ∈ U , para todo t ∈ [t0, t1],∫ t
t0

(t− s)−α ‖f(t, u(t))‖ dt→∞ quando t→ t+0 e

u(t) = e−A(t−t0)u0 +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, u(s))ds,

então u é uma solução clássica de 3.32.

Demonstração.

1. De maneira análoga ao que foi feito em argumentos anteriores, denotaremos por T (t) o semi-

grupo gerado por A e por g a função dada por g(s) = T (t− s)u(s), onde u é solução clássica

de 3.32. Também neste caso concluiremos que g é diferenciável, para 0 < s < t, tem-se
dg
ds = T (t − s)f(s, u(s)). Uma vez que, pela definição de solução clássica, deve valer que

15Os conceitos de solução fraca e clássica somente coincidem para o caso semilinear parabólico. É posśıvel verificar
que o mesmo não ocorre para o caso semilinear hiperbólico [35] e [7].
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∫ t
t0

(t − s)−α ‖f(t, u(t))‖ dt → ∞ quando t → t+0 , pode-se concluir que T (t − s)f(s, u(s)) é

integrável. Segue então que ∫ t

t0

dg

ds
=

∫ t

t0

T (t− s)f(s, u(s)),

ou seja, u é uma solução fraca de 3.32.

2. Sendo u uma solução da equação integral 3.33, então u ∈ C((t0, t1);Xα). Nos resta ape-

nas provar que g(t) = f(t, u(t)) é localmente Hölder cont́ınua e que (t, u(t)) ∈ U , para

todo t ∈ (t0, t1). Veremos inicialmente que u é localmente Hölder cont́ınua. Seja B =

sup[t0,t1] ‖f(t, u(t))‖ ≤ B. É claro que B < ∞, já que [t0, t1] é compacto e u é cont́ınua.

Então, para t0 < t ≤ t+ h ≤ t1, vale que

u(t+ h)− u(t) = (e−Ah)− I[e−A(t−t0)u(t0) +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, e(s))ds]

+

∫ t+h

t
e−A(t+h−s)f(s, u(s))ds.

De onde obtemos que, se 0 < δ < 1− α,

‖u(t+ h)− u(t)‖α ≤Mhδ(t− t0)−δ ‖u(t0)‖α +

∫ t

t0

Mhδ(t− s)−α−δBds

+

∫ t+h

t
M(t+ h− s)−αBds

= O(hδ(t− t0))−δ,

onde M é a constante dada pelo teorema 5. Como u é dada por ??e conclúımos ainda que u

é localmente Hölder cont́ınua, então g(t) é cont́ınua e ainda satisfaz

‖g(t+ h)− g(t)‖ ≤ K(t− t0)−ηhη,

para constantes K e η. Logo, u satisfaz 3.32 e, portanto, é uma solução clássica.

Vimos então que, se existir uma solução (clássica) de 3.32 então ela é dada por 3.33. O que nos

interessa agora é saber em que condições o problema de valor inicial semilinear de fato tem uma

solução. Tais condições são apresentadas no teorema abaixo.

Teorema 27 Suponha que A seja um operador setorial e, para algum α ∈ [0, 1), f : U −→ X,

onde U é um aberto em R × Xα seja uma função localmente Hölder cont́ınua em t e localmente
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Lipschitziana em u. Então, dado qualquer (t0, u0) ∈ U , existe τ = τ(t0), tal que 3.32 tem uma

única solução u em (t0, τ).

Demonstração. Pelo lema anterior, é suficiente provarmos o resultado para a equação diferen-

cial 3.33. Mais precisamente, basta verificar a existência de uma solução da equação dada pela

fórmula da variação das constantes, uma vez que sabemos que se solução existe então ela é única.

Fixando então (t0, u0) ∈ U e escolhendo constantes δ > 0 e t > t0 de modo que o conjunto

V =
{

(t, x) : t ∈ [t0, t], ‖u− u0‖α ≤ δ
}
⊂ U

satisfaça

‖f(t, u1)− f(t, u2)‖ ≤ ‖u1 − u2‖α ,

para (t, u1), (t, u2) ∈ V . Sejam ainda B = max[t0,t]
e τ ∈ (0, t], de modo que

∥∥∥(e−Ah − I)u0

∥∥∥
α
≤ δ

2
, ∀h ∈ [0, τ ]

e

M(B + Lδ)

∫ τ

0
z−αeazdz ≤ δ

2
,

onde M é tal que
∥∥(Aα1 e

−At∥∥ ≤Mt−αeat para t > 0.

Considere o espaço de Banach Y
.
= C([t0, τ ];Xα) com a norma

‖y‖Y = sup
[t0,τ ]
‖y(t)‖α .

Para cada y ∈ Y , definimos G(y) : [t0, τ ] −→ X por

G(y)(t) = e−A(t−t0)u0 +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, y(s))ds.

Considere agora o seguinte subconjunto fechado, não vazio e limitado de Y ,

S
.
= {y ∈ Y : ‖y(t)− u0‖α ≤ δ} .

Uma vez que S é um subconjunto fechado do espaço de Banach Y , S é também um espaço de

Banach. Afirmamos que G(S) ⊂ S. De fato,

‖G(y)(t)− u0‖α ≤
∥∥∥(e−A(t−t0) − I)u0

∥∥∥
α

+

∫ t

t0

∥∥∥Aα1 e−A(t−s)
∥∥∥ (B + Lδ)ds

≤ δ

2
+M(B + Lδ)

∫ τ

t0

(t− s)−αea(t−s)ds

≤ δ,

e G(y) ∈ C([t0, τ ];Xα).
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Além disso, se y1, y2 ∈ S então

‖G(y1)(t)−G(y2)(t)‖α ≤
∫ t

t0

∥∥∥Aα1 e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(s, y1(s))− f(s, y2(s))‖ ds

≤ML

∫ t

t0

(t− s)−αea(t−s)ds ˙‖y1 − y2‖Y ,

de onde obtemos

‖G(y1)−G(y2)‖Y ≤
1

2
‖y1 − y2‖Y , ∀y1, y2 ∈ S.

Provamos então que G é uma contração no espaço de Banach S e, portanto, pelo Teorema da

Contração 16, G tem um único ponto fixo u em S. Então u satisfaz a equação integral ?? e, que

está bem definida. De fato, sendo u cont́ınua e f Hölder cont́ınua, t 7−→ f(t, u(t)) é cont́ınua em

[t0, τ ] e, portanto, limitada nesse intervalo.

Vimos acima que, impondo algumas condições acerca da função f , é posśıvel obter (localmente)

uma solução única continuamente diferenciável do problema de valor inicial ( 3.32). O que o

corolário a seguir nos mostra é que, além disso, a derivada ut da solução é localmente Hölder

cont́ınua em (t0, t1).

Corolário 3 Se o operador A e a função f satisfazem as mesmas condições impostas pelo teorema

anterior e, além disso, f for Hölder cont́ınua em U17 com expoentes η, então ut é localmente Hölder

cont́ınua em [t0, t1) com expoente ϑ = min(η, β), para qualquer β ∈ (0, 1− α), onde u é a solução

de 3.32 em [t0, t1].

A demonstração desta afirmação pode ser encontrada à página 199 de [35].

Obtemos a seguir um resultado acerca da extensão da soluções de 3.32 e ainda da existência

de intervalos maximais. Tal resultado, como veremos, será essencial no estudo do comportamento

assintótico de soluções de 3.32 uma vez que nos permitirá obter a existência global de soluções.

Antes apresentaremos um fato que nos será útil na demonstração deste último resultado.

Considere duas constantes não-negativas a e b e suponha que u(t) seja tal que

0 ≤ u(t) ≤ a+ b

∫ t

0
u(s)ds

para todo 0 ≤ t ≤ T . Então,

u(t) ≤ aebt

para todo t ∈ [0, T ). Este resultado é uma formulação elementar da conhecida desigualdade de

Gronwall18.

16O Teorema da Contração é também conhecido na literatura como Teorema do Ponto Fixo de Banach. Uma
referência bastante útil a este respeito é [26].

17Observe que nos resultados e definições até aqui a função f era apenas localmente Hölder cont́ınua.
18Ver [26].
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Lema 14 Seja g : [0, T ] × [0, T ] −→ R, para algum T ≥ 0, tal que g(t, s) ≥ 0 e g é cont́ınua se

s < t. Se existirem contantes positivas a, b e α tais que

g(t, s) ≤ a+ b

∫ s

t
(t− τ)α−1g(τ, s)dτ, ∀s < t, (3.34)

então existe uma constante C tal que g(t, s) ≤ C para todo (t, s) ∈ [0, T ]× [0, T ] com s < t.

Demonstração. Usaremos na demonstração a seguinte identidade∫ s

t
(t− τ)α−1(τ − s)β−1dτ = (t− s)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
, (3.35)

onde α, β > 0 e Γ(·) é a função dada pela definição 26.

Iterando 3.34 (n− 1) vezes usando a identidade 3.35 e o fato de que t− s < T obtemos

g(t, s) ≤ a
n−1∑
j=0

(
bTα

α

)j
+

(bΓ(α))n

Γ(nα)

∫ t

s
(t− τ)nα−1g(τ, s)dτ.

Escolhemos então n suficientemente grande, de modo que nα > 1 e (t − τ)nα−1 < Tnα−1. Assim

obtemos

g(t, s) ≤ c1 + c2

∫ t

s
g(τ, s)dτ,

onde c1 e c2 são contantes positivas. Portanto, pela desigualdade de Gronwall, obtemos

g(t, s) ≤ c1e
c2(t−s) ≤ c1e

c2T ≤ C,

para alguma constante C. Uma vez que as contantes c1 e c2 não dependem de s, conclúımos o

resultado.

Teorema 28 Suponha que A e f satisfazem as hipóteses do teorema 27. Assuma também que,

para todo subconjunto fechado B de U , a imagem f(B) é limitada em X. Seja u uma solução de

3.32 em (t0, t1) e suponha ainda que t1 é maximal, ou seja, que não existe uma solução de 3.32

em (t0, t) se t > t1. Se t1 <∞ então (t, u(t)) −→ ∂U se t −→ t1.

Demonstração. Suponhamos que (t, u(t)) não converge para ∂U . Então existe uma vizinhança

N de ∂U tal que (t, u(t)) /∈ N para todo t ∈ [t2, t1), para algum t2 < t1. Podemos supor que N

é forma U \ B para algum subconjunto fechado e limitado B de U . E assim, (t, u(t)) ∈ B para

t ∈ [t2, t1).

Se provarmos que existe u1 ∈ B tal que u(t) −→ u1 em Xα, se t −→ t−1 , então t1 não seria

maximal, uma vez que podeŕıamos aplicar o teorema 27 e concluir que existe uma solução da

equação em 3.32 com u(t1) = u1.
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Observe ainda que, se t2 ≤ t < t < t1, então

u(t)− u(t) = [e−A(t−t) − I]u(t) +

∫ t

t
e−A(t−s)f(s,u(s))ds,

e portanto,

∥∥u(t)u(t)
∥∥
α
≤ C1(t− t)β−α

∥∥u(t)
∥∥
β

+ C2

∫ t

t
(t− s)−αds

≤ C3(t− t)β−α,

onde β ∈ (α, 1) e C1, C2, C3 são constantes. Se provarmos que ‖u(t)‖β é limitado concluiremos que

existe o limite limt→t1 u(t) em Xα.

Sejam β ∈ (α, 1) e t ∈ [t2, t1], então, uma vez que f(B) é limitado, obtemos

‖u(t)‖β ≤
∥∥∥Aβ−α1 e−A(t−t0)

∥∥∥ ‖u(t0)‖α +

∫ t

t0

∥∥∥Aβ1e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(s, u(s))‖ ds

≤ C
[
(t− t0)−(β−α) ‖u(t0)‖α +

∫ t

t0

(t− s)−βds
]
,

onde C é uma constante. Logo a demonstração está completa.

Corolário 4 Sejam A um operador setorial e f : U = [t0,∞) × Xα −→ X localmente Hölder

cont́ınua em t e localmente Lipschitziana em x para (t, x) ∈ U . Se existe uma função cont́ınua

não-decrescente K : [t0,∞) −→ R tal que

‖f(t, u)‖ ≤ K(t)(1 + ‖u‖α), para todo (t, u) ∈ U, (3.36)

então, para todo u0 ∈ Xα, a única solução de 3.32 existe para todo t ≥ t0.

Demonstração. De acordo com o teorema anterior, é suficiente provar que existe o limite u1 =

limt→t−1
u(t), de modo que (t1, u1) ∈ B e então concluiremos que t1 = ∞. De maneira análoga ao

que foi feito na demonstração anterior, basta ver que ‖u(t)‖α permanece limitada se t→ t1.

Uma vez que

Aαu(t) = AαT (t− t0)u0 +

∫ t

t0

AαT (t− s)f(s, u(s))ds

e K(t) é não decrescente, é posśıvel obter

‖u(t)‖α ≤M ‖A
αu0‖+

K(t1)t1−α1

1− α
+K(t1)

∫ t

t0

(t− s)−α ‖u(s)‖α ds,

onde T (t) é o semigrupo gerado por A e M é a constante dada pelo teorema 5. Portanto, aplicando

o lema 14 conclúımos que ‖u(t)‖α é limitada em [t0, t1), de onde segue o resultado.

O próximo resultado é uma alternativa ao corolário anterior, uma vez que ele também fornece

condições para que o mesmo problema de Cauchy tenha solução global. Para a demonstração,
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remetemos o leitor a [23].

Teorema 29 Sejam X um espaço de Banach e f : [0,∞) × X −→ X uma função cont́ınua em

t para t ≥ 0 e localmente lipschiztiana na segunda variável. Se A for um operador setorial em X

então, para cada u0 ∈ X, existe um tmax ≤ ∞ tal que o problema de valor inicial 3.32 tem uma

única solução u em [0, tmax). Além disso, se tmax <∞ então limt→tmax ‖u(t)‖ =∞.



Caṕıtulo 4

Sistemas de reação-difusão: aplicações de semigrupos,

comparação e ondas viajantes

O foco deste caṕıtulo é discutir aspectos do modelo de reação-difusão que foi introduzido ante-

riormente, uma vez que todos os elementos necessários para tal discussão já nos foram apresentados

no caṕıtulo anterior. O primeiro passo será o estabelecimento de um teorema de existência e unici-

dade no contexto do modelo 2.30 e a aplicação deste mesmo teorema a um particular modelo, que

é um caso especial de uma classe de equações conhecida como λ − ω. Passaremos em seguida a

uma discussão acerca de uma outra particular formulação, conhecida como modelo de Rosenzweig-

MacArthur, no contexto do qual aplicaremos um teorema comparação afim de concluirmos a ex-

istência e unicidade e, mais ainda, discutiremos a noção de bifurcação sob a perspectiva do teorema

devido a Hopf com a finalidade de concluirmos a existência de soluções do tipo ondas viajantes

para este particular modelo.

4.1 Existência e unicidade para o modelo envolvendo populações ćıclicas

Inúmeros estudos têm se preocupado com aspectos envolvendo a densidade de populações com

ciclos pluri-anuais1. Isto se deve ao fato de que tais populações apresentam um particular tipo

de distribuição que é não uniforme e na qual a densidade varia periodicamente em uma direção

espacial e também no tempo, de modo que quando combinadas, aparentam uma onda. Dado então

um modelo envolvendo a densidade de tais populações, é natural esperar que a solução seja do

tipo ondas viajantes. Portanto, nosso objetivo será considerar um sistema que envolve a densidade

de duas espécies que interagem, impor condições acerca das variáveis do modelo de modo que ele

possua uma única solução e então veremos, na seção seguinte, que tal solução deve ser do tipo

ondas viajantes.

Sejam u : [0,∞)×R2 −→ R e v : [0,∞)×R2 −→ R as densidades de duas espécies que interagem

de alguma maneira, então um sistema de reação-difusão simples que modela este tipo de situação

é dado por

ut = D1∆u+ f1(u, v) (4.1)

vt = D2∆v + f2(u, v),

1Ver [16]
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onde D1, D2 são constantes, t denota tempo e ∆ indica o laplaciano em relação às coordenadas

espaciais, ou seja, ∆ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
. Veremos ainda, na seção 4.2, que, a fim de que tal sistema

apresente soluções de ondas viajantes periódicas, deve-se assumir que, dado um espaço de funções

W arbitrário a prinćıpio e um subconjunto U ∈ W ×W , as dinâmicas locais de f1 : U −→ W e

f2 : U −→W são tais que as equações espacialmente uniformes

ut = f1(u, v) e vt = f2(u, v) (4.2)

possuam soluções periódicas estáveis que correpondam, na verdade, a existência de ciclo limite e

que oscilem ao redor de um equiĺıbrio estável2. Adicionamos ao sistema 4.1 as seguintes condições

iniciais

u(0) = u0 (4.3)

v(0) = v0,

onde u0 e v0 são funções a prinćıpio arbitrárias definidas em R2.

Podemos assumir, apenas por uma questão de conveniência que D1 = D2 = 1 até obtermos

o resultado de existência e unicidade para 4.1- 4.3, que por sua vez será válido para quaisquer

constantes D1 e D2. Uma vez que nosso objetivo é aplicar os resultados obtidos no caṕıtulo

anterior, devemos escrever o sistema 4.1- 4.3 da seguinte forma{
zt = −Az + f(z), ∀t > 0

z(0) = z0,
(4.4)

onde A deve ser um operador linear fechado e densamente definido em um espaço de Banach X e

f localmente lipschitziana em z.

Consideremos então o espaço de Banach Y = L2(R2;R) = L2(R2) e o operador B0 : D(B0) ⊂
Y −→ Y dado por B0u = −∆u, onde D(B0) = C∞c (R2) é formado pelo conjunto das funções

definidas em R tomando valores em R que são infinitamente continuamente diferenciáveis com

suporte compacto.

Veremos que B0 é um operador fechável e definiremos B : D(B) ∈ Y −→ Y como sendo seu

fecho em L2(R2), ou seja, B será o operador linear cujo gráfico {(u,Bu);u ∈ D(B)} é o fecho em

L2(R2)×L2(R2) do gráfico de B0. Assim definido, B será um operador linear fechado e densamente

definido.

Apresentaremos a seguir um resultado que afirma que B0 é de fato um operador fechável em

L2(R2). Mais ainda, obteremos o espaço D(B) onde o fecho de B0 estará definido. Uma vez que a

demonstração envolve uma estimativa, conhecida como desigualdade do tipo Calderón-Zygmund,

segue a prinćıpio um teorema com este conteúdo e, cuja prova pode ser encontrada em [22].

2Tal propriedade deve ser verificada neste contexto pelo fato de esta ser umas das condições necessárias para que
a existência de ondas viajantes periódicas seja garantida, como veremos na próxima seção.
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Teorema 30 Seja Ω ⊂ Rn um conjunto não vazio e limitado com fronteira ∂Ω de classe C2.

Então, existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖H2(Ω) ≤ C
(
‖∆u‖L2(Ω) + ‖u‖L2 (Ω)

)
,

para toda função u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Lema 15 O operador laplaciano ∆ : C∞c (Rn) −→ L2(Rn) é fechável em L2(Rn). Além disso, o

domı́nio do fecho de ∆ em L2(Rn), que denotaremos por ∆D, coincide com o espaço H2(Rn), ou

seja, D(∆D) = H2(Rn).

Demonstração. Seja G(∆) o gráfico de ∆ : C∞c (Rn) −→ L2(Rn) em L2(Rn)×L2(Rn). Queremos

verificar que o fecho de G(∆) coincide com o gráfico de um operador que é uma extensão de ∆ e,

ainda, descrever o domı́nio de tal operador.

Veremos a prinćıpio que a seguinte desigualdade, do tipo Calderón-Zygmund, se verifica

1√
1 + n+ n2

‖u‖H2 (Rn) ≤ ‖u‖L2(Rn) + ‖∆u‖L2(Rn) ≤
√
n+ 1 ‖u‖H2(Rn) , (4.5)

para todo u ∈ C∞c (Rn). De fato, observamos que

‖u‖L2(Rn) + ‖∆u‖L2(Rn) ≤ ‖u‖L2(Rn) +

n∑
i=1

∥∥∥∥∂2u

∂x2
i

∥∥∥∥
L2(Rn)

≤ n+ 1√
n+ 1

√√√√‖u‖2L2(Rn) +

n∑
i=1

∥∥∥∥∂2u

∂x2
i

∥∥∥∥2

L2(Rn)

≤
√
n+ 1 ‖u‖H2(Rn) .

Para provarmos a primeira desigualdade em 4.5 observamos inicialmente que a transformada de

Fourier F é um isomorfismo em L2(Rn) e, portanto, uma isometria nesse mesmo espaço. Notemos

ainda que

F ∂2u(ξ)

∂xj∂xk
= −ξjξkFu(ξ) e F [(I −∆)u](ξ) = (1 + |ξ|2)Fu(ξ),

para j, k ∈ {1, 2, · · · , n} e u ∈ C∞c (Rn). De onde obtemos as seguintes desigualdades, para toda

função u ∈ C∞c (Rn), ∥∥∥∥ ∂2u

∂xj∂xk

∥∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥F ∂2u

∂xj∂xk

∥∥∥∥
L2

= ‖−ξjξkFu‖L2(Rn)

≤
∥∥∥(1 + |ξ|2)Fu

∥∥∥
L2(Rn)

= ‖F [(I −∆)u]‖L2(Rn)

= ‖(I −∆)u‖L2(Rn)
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e ∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥
L2(Rn)

=

∥∥∥∥F ∂u

∂xj

∥∥∥∥
L2(Rn)

= ‖iξjFu‖L2(Rn)

≤
∥∥∥(1 + |ξ|2)Fu

∥∥∥
L2(Rn)

= ‖F [(I −∆)u]‖L2(Rn)

= ‖(I −∆)u‖L2(Rn) .

Finalmente, é posśıvel verificar que

‖u‖2H2(Rn) ≤ ‖u‖
2
L2(Rn) + n ‖(I −∆)u‖2L2(Rn) + n2 ‖(I −∆)u‖2L2(Rn)

≤ ‖u‖L2(Rn) + (n+ n2)
(
‖u‖L2(Rn) + ‖∆u‖L2(Rn)

)2

≤ (1 + n+ n2)
(
‖u‖L2(Rn) + ‖∆u‖L2(Rn)

)2
,

de onde segue a estimativa 4.5.

Considere uma seqüência {um}m∈N em C∞c (Rn) tal que

um −→ 0 e ∆um −→ v, se m→∞,

em L2(Rn). O primeira desigualdade em 4.5 nos permite concluir que {um}m∈N é de Cauchy em

H2(Rn), que é um espaço completo com a norma ‖·‖H2(Rn). Portanto, existe u ∈ H2(Rn) ⊂ L2(Rn)

tal que um −→ u na norma de H2(Rn). Uma vez que

0 ≤ ‖um − u‖L2(Rn) ≤ ‖um − u‖H2(Rn) , ∀m ∈ N,

a seqüência {um}m∈N converge para u em L2(Rn). De onde obtemos

u ≡ 0 e um −→ u, quando m→∞,

na norma de H2(Rn).

Por outro lado, é posśıvel obter, a partir das conclusões acima e da segunda desigualdade em 4.5,

que

∆um −→ 0, quando m→∞,

na norma de L2(Rn). Portanto, v ≡ 0 e assim, segue da proposição 1 que ∆ : C∞c (Rn) −→ L2(Rn)

é um operador fechável em L2(Rn).

Denotaremos por ∆D o fecho de ∆ em L2(Rn). Nosso próximo passo é encontrar o domı́nio de

∆D, D(∆D). Considere então um elemento (u, v) ∈ G(∆), onde G(∆) denota o fecho de G(∆) em

L2(Rn)× L2(Rn). Para algum (um,∆um) ∈ G(∆) deve-se ter

um −→ u e ∆um −→ v, quando m→∞,
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na norma de L2(Rn). Mais uma vez, a primeira desigualdade em 4.5 implica que {um}m∈N é uma

seqüência de Cauchy em H2(Rn) e, portanto, deve convergir para um ponto desse mesmo espaço.

De onde obtemos que u ∈ H2(Rn), o que mostra que D(∆D) ⊂ H2(Rn). Para justificar a inclusão

contrária, consideramos um elemento u ∈ H2(Rn) e uma seqüência {um}m∈N em C∞c (Rn) tais que

um −→ u, quando m→∞,

na norma de H2(Rn). A segunda desigualdade em 4.5 nos garante que {∆um}m∈N é uma seqüência

de Cauchy em L2(Rn) e, portanto, deve existir v ∈ L2(Rn) tal que

∆um −→ v, quando m→∞,

na norma de L2(Rn). Obtemos com isso,

(um,∆um) −→ (u, v), quando m→∞,

na norma de L2(Rn)× L2(Rn), o que implica que (u, v) ∈ G(∆), ou seja, u ∈ D(∆D).

Reunindo os argumentos acima, conclúımos que H2(Rn) é o domı́nio do fecho de

∆ : C2
c (Rn) −→ L2(Rn).

Definimos então A como sendo o operador diagonal

A =

 −∆ 0

0 −∆

 ,

mas, por uma questão de conveniência, iremos considerar A como um operador da seguinte forma

A : D(A) ⊂ X −→ X onde A = B×B, onde X = Y ×Y . Mais precisamente, A : D(A) ∈ Y ×Y −→
Y ×Y é o operador dado por A(u, v) = (Bu,Bv) para todo (u, v) ∈ D(A) = D(B)×D(B). Portanto,

A é um operador linear fechado e densamente definido no espaço de Banach3 L2(R2)× L2(R2).

Nosso próximo passo será provar que o operador linear A, como foi definido acima, é um

operador setorial. Caso esta afirmação se verifique, estarão bem definidas as potências fracionárias

do operador A1 = A + I e poderemos então encontrar o espaço Xα = D(Aα1 ) que, como veremos,

irá coincidir com um particular espaço de potências de Bessel. Se, além disso, f for uma função

definida em um aberto U ∈ Xα ×Xα, para algum α ∈ [0, 1), tomando valores em X, poderemos

então aplicar alguns resultados da subseção 3.4 e concluirmos aspectos das soluções do modelo de

reação-difusão 4.4 e, como conseqüência, do sistema 4.1- 4.3.

Veremos agora que o operador A é de fato um operador setorial. De acordo com a proposição 4

3Estamos considerando o produto cartesiano destes dois espaços com a topologia induzida pelo produto, o que
preserva a noção de completude, ou seja, Y × Y é também um espaço de Banach.
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é suficiente provarmos que B = −∆ é setorial em L2(R). Como vimos B é o operador

−∆ : H2(R2) −→ L2(R2).

O próximo resultado mostra que I + B é um operador setorial4, de onde é posśıvel obter que B é

também um operador setorial, uma vez que ρ(I +B) = ρ(B).

Lema 16 O operador I −∆ : H2(Rn) ⊂ L2(Rn) −→ L2(Rn) é setorial.

Demonstração. Sendo L2(Rn) um espaço de Hilbert, é suficiente provarmos, de acordo com o

teorema 16, que I −∆ é auto-adjunto e que existe uma constante C tal que

〈(I −∆)u, u〉L2(Rn) ≥ C ‖u‖
2
L2(Rn) , ∀u ∈ H

2(Rn). (4.6)

Veremos inicialmente que I −∆ é simétrico e satisfaz 4.6. Considere então duas funções u, v ∈
C∞c (Rn). Escolhendo r > 0 de modo que u(x) = v(x) = 0 para todo x /∈ B(0, r), obtemos,

integrando por partes duas vezes,∫
Rn

[(I −∆)u]v(x)dx =

∫
Rn
u(x)v(x)dx−

∫
B(0,r)

∆u(x)v(x)dx

=

∫
Rn
u(x)v(x)dx−

∫
B(0,r)

u(x)∆v(x)dx =

∫
Rn
u(x)[(I −∆)v(x)]dx,

ou seja,

〈(I −∆)u, v〉L2(Rn) = 〈u, (I −∆)v〉L2(Rn) , ∀u, v ∈ C
2
c (Rn). (4.7)

Ainda integrando por partes, obtemos∫
Rn

[(I −∆)u(x)]u(x)dx =

∫
Rn
|u(x)|2 dx−

∫
B(0,r)

∆u(x)u(x)dx

=

∫
Rn
|u(x)|2 dx+

∫
B(0,r)

|∇u(x)|2 dx ≥
∫
Rn
|u(x)|2 dx,

onde ∇ =
(

∂
∂x1

, · · · , ∂
∂xn

)
. De onde segue que

〈(I −∆)u, u〉L2(Rn) ≥ ‖u‖
2
L2(Rn) , ∀u ∈ C

2
c (Rn). (4.8)

Sendo C∞c (Rn) um subespaço denso em L2(Rn), conclúımos, das afirmações 4.7 e 4.8 que I −∆ é

de fato um operador simétrico que satisfaz 4.6, com constante C = 1.

Nosso próximo passo é provar que a imagem de I−∆, R(I−∆), coincide com o espaço L2(Rn),

uma vez que o lema 5 nos garante que tal condição é suficiente para afirmarmos que I − ∆ é

4O resultado apresentado em seguida, assim como o lema anterior, podem ser encontrados em [9]. Tal texto
apresenta uma exposição detalhada acerca das equações envolvendo operadores setoriais.
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auto-adjunto. Afirmamos inicialmente que R(I−∆) é um subconjunto denso em L2(Rn), já que tal

subconjunto contém o espaço C∞c (Rn), que é denso em L2(Rn). De fato, considerando um elemento

u de C∞c (Rn), que por sua vez está contido em S, podemos definir

v(x) = F−1

(
1

1 + |ξ|2
Fu(ξ)

)
(x),

pois a transformada de Fourier F : S −→ S é um isomorfismo. Assim sendo, v ∈ S e

F [(I −∆)v](ξ) = Fv(ξ)−F∆v(ξ) =
1

1 + |ξ|2
Fu(ξ) + |ξ|2Fv(ξ) = Fu(ξ),

para todo ξ ∈ Rn. Aplicando F−1, obtemos (I −∆)v = u, ou seja, u ∈ R(I −∆). Portanto, segue

da densidade de C∞c (Rn) em L2(Rn), que a imagem de I −∆ é densa em L2(Rn).

Obtemos ainda, da estimativa 4.8, da desigualdade de Schwartz e da densidade de C2
c (Rn) em

H2(Rn) que

‖(I −∆)u‖L2(Rn) ≥ ‖u‖L2(Rn) ,

para toda função u ∈ H2(Rn). De onde segue que o operador linear (I−∆)−1 : R(I−∆) −→ H2(Rn)

existe e é limitado em L2(Rn). Aplicando o lema anterior e usando o fato de A ser um operador

fechado, conclúımos que (I −∆)−1 ∈ L(L2(Rn)) e, em particular, que R(I −∆) = L2(Rn).

Finalmente, obtemos do teorema 16, que I −∆ : H2(Rn) ⊂ L2(Rn) −→ L2(Rn) é um operador

setorial.

Sendo A um operador setorial, o espaço Xα = D(Aα1 ) está bem definido. Vamos então

determina-lo. Observamos a prinćıpio que as potências de Bessel Jα são definidas por

(I −∆)−
α
2

e, cada função f ∈ L2(Rn) pode ser representada, em termos de Jα, da seguinte forma

Jα(f) = Gα ∗ f,

onde

Gα(x) =
1

(4π)
n
2

1

Γ(α2 )

∫ ∞
0

t
α−n
2 e−

π|x|2
t e−

t
4π
dt

t
5.

De onde segue que D[(I −∆)
α
2 ] = {Gα ∗ f : f ∈ L2(Rn)} = L2

α(Rn) e, portanto, de acordo com o

teorema 35 no apêndice deste trabalho,

D[(I +B)]α) = D[(I −∆)α] = L2
2α(Rn) = H2α.

Logo, D(Aα1 ) = H2α ×H2α.

5Para uma breve discussão acerca deste tema ver apêndice deste trabalho. Já para uma exposição mais detalhada
sugerimos o texto [38]
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Provamos então, como conseqüência do teorema 27 para f(u, v) = (f1(u, v), f2(u, v)) e A como

foi definido acima, o seguinte

Corolário 5 Sejam u, v : [0,∞)× R2 −→ R e f1, f2 : U ⊂ H2(R2)×H2(R2) −→ L2(R2), onde U

é um subconjunto aberto. Se, além disso, u e v são tais que u(t), v(t) ∈ H2(R2) para todo t > 0 e

f1, f2 são funções localmente lipschitzianas, então, para cada (u0, v0) ∈ U , o sistema

ut = D1∆u+ f1(u, v) (4.9)

vt = D2∆v + f2(u, v)

u(0) = u0, v(0) = v0

tem uma única solução (u, v) em (0, τ) com τ = τ(u0, v0).

O próximo resultado garante ainda a existência global de uma solução de 4.9 e é uma con-

seqüência do corolário 4.

Corolário 6 Sejam u, v : [0,∞) × R2 −→ R e f1, f2 : U ⊂ H2(R2) × H2(R2) −→ L2(R2), onde

U é um subconjunto aberto. Se, além disso, u e v são tais que u(t), v(t) ∈ H2(R2) para todo

t > 0 e f1, f2 são funções localmente lipschitzianas em U e existe ainda uma função cont́ınua

não-decrescente K : (0,∞) −→ R tal que

‖(f1(u, v), f2(u, v))‖ ≤ K(t)(1 + ‖(u, v)‖H2(R2)×H2(R2)), ∀t ≥ 0 e (u, v) ∈ U × U (4.10)

então, para cada (u0, v0) ∈ H2(R2)×H2(R2), a única solução do sistema 4.9 existe para todo t ≥ 0.

Para ilustrar os resultados acima apresentaremos um particular modelo, que é um caso especial

de uma classe de equações conhecida como λ−ω, e nosso objetivo é concluir existência e unicidade

de soluções impondo condições iniciais.

O modelo que pretendemos estudar é um caso particular de uma classe de equações introduzidas

por Kopell e Howard (ver [15]) e é dado por

ut = uxx + uyy + (1− u2 − v2)u− (ω0 − ω1u
2 − ω1v

2)v (4.11)

vt = vxx + vyy + (ω0 − ω1u
2 − ω1v

2)u+ (1− u2 − v2)v,

onde ω0 e ω1 são constantes que devem satisfazer ω0(ω0 − ω1) > 0. Adicionando ao sistema acima

as seguintes condições iniciais

u(0) = u0, v(0) = v0, (4.12)

e definindo as funções

f1(u, v) = (1− u2 − v2)u− (ω0 − ω1u
2 − ω1v

2)v
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e

f2(u, v) = (ω0 − ω1u
2 − ω1v

2)u+ (1− u2 − v2)v,

o corolário 5 pode ser aplicado diretamente ao problema de Cauchy 4.11-4.12. De fato, as não-

linearidades f1 e f2 são de classe C1 e, portanto, localmente lipschtizianas em H2(R2)×H2(R2).

4.2 O modelo de Rosenzweig-MacArthur e a existência de ondas viajantes

periódicas

Estudaremos nesta seção, como um outro exemplo concreto de 4.1- 4.3, um sistema para in-

terações do tipo predador-presa, conhecido como modelo de Rosenzweig-MacArthur. Aplicaremos

um resultado de comparação devido a C.V. Pao que será apresentado adiante, a fim de discutir-

mos questões como existência e unicidade de soluções. Mais ainda, iremos descrever condições a

serem impostas, de modo que este mesmo sistema tenha soluções do tipo ondas viajantes. Usare-

mos como ferramenta um teorema de bifurcação de Hopf, uma vez que este nos fornece condições

para a existência de ciclos limites que, como vimos no caṕıtulo 2, correspondem a ondas viajantes

periódicas.

Dadas duas populações com densidades u e v, o modelo de Rosenzweig-MacArthur pode ser

escrito da seguinte forma

ut =
1√
α

(uxx + uyy) +
σuv

k + v
− µu, (4.13)

vt =
√
α (uxx + uyy) + v(1− v)− uv

k + v
,

onde α, σ, k e µ são constantes. Uma vez que o foco deste trabalho é a aplicação de um instrumental

matemático, não ofereceremos a interpretação do modelo acima. O leitor interessado no significado

biológico dos parametros pode consultar os textos [19] e [16].

Definiremos inicialmente as funções

f1(u, v) =
σuv

k + v
− µu e f2(u, v) = v(1− v)− uv

k + v
,

cujo domı́nio será o espaço de Banach H2
(
R2
)
× H2

(
R2
)
. Sendo assim, é posśıvel obter, graças

às imersões encontradas no teorema de Sobolev6 que, as funções f1 e f2 assim definidas, tomam

valores em L2

(
R2
)
. Observamos que os resultados obtidos na seção anterior não se aplicam, pelo

menos não diretamente, ao modelo 4.13. Isto se deve ao fato de que tais não-linearidades não são

sequer cont́ınuas em todo o espaço H2(R2)×H2(R2). Sendo assim, não é posśıvel obter existência

e unicidade de soluções para qualquer condição inicial (u0, v0) ∈ H2(R2) × H2(R2). Além disso,

o corolário 6 são se aplica para esse caso, já que f1 e f2 não satizafem 4.10 para nenhuma função

não-decrescente K.

Uma solução seria encontrar uma região em H2(R2) × H2(R2) que fosse invariante pelo sis-

tema 4.13, ou seja, uma região R onde qualquer solução com condições iniciais em R permaneça

6O teorema de Sobolev ao qual estamos nos referindo pode ser encontrado no apêndice deste trabalho
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neste mesmo conjunto para qualquer tempo t para o qual esteja definida. Além disso, tal região R

deveria ser tal que as não linearidades fossem localmente lipschitzianas quando restritas a ela. Uma

vez encontrada uma região com tais propriedades, podeŕıamos aplicar o corolário 5 para concluir

a existência e unicidade local de soluções e, mais ainda, concluir a existência global, uma vez que

sendo limitadas, tais soluções devem estar definidas para todo t > 0 (ver teorema 29).

Porém o que nos propomos a fazer é aplicar um resultado que trata de sistemas de reação-

difusão em domı́nios ilimitados e nos garante as mesmas conclusões acima para o modelo 4.13.

Uma caracteristica fundamental que difere tal resultado do corolário 5 envolve a noção de solução.

Ao passo que o corolário se preocupa com soluções definidas em H2(R2) × H2(R2), o resultado

devido a Pao está interessado apenas em soluções cont́ınuas - de acordo com a definição 39. Já que

nosso objetivo é procurar por soluções de ondas viajantes, que é um tipo de solução cont́ınua, a

segunda opção nos parece mais conveniente.

Uma vez que tal resultado utiliza um método de comparação envolvendo os conceitos de sub e

super-soluções do problema de Cauchy 4.9 e ainda o conceito de função quase-monótona, antes de

enunciá-lo apresentamos as seguintes definições, sendo que a primeira delas apresenta o conceito de

solução que estamos interessados no contexto do teorema devido a Pao,

Definição 39 Dizemos que um par de funções (u, v) com u, v ∈ C([0, t] × R2) ∩ C1,2((0, t] × R2),

onde C1,2((0, t] × R2) denota o conjunto das funções continuamente diferenciáveis em t e com

derivadas cont́ınuas até a segunda ordem em (x, y) para todo (t, x, y) ∈ (0, t] × R2, é uma solução

de 4.9 se existirem constantes ai, bi, com i = 1, 2 e bi <
1
4t

tais que as seguintes condições são

satisfeitas

1. ut −D1∆u = f1(u, v)

2. vt −D2∆v = f2(u, v)

3. |u(t, x, y)| ≤ a1e
b1|(x,y)|2 , |v(t, x, y)| ≤ a2e

b2|(x,y)|2, quando |(x, y)| → ∞, com t > 0.

Definição 40 Seja f(z) uma função definida em Rn tomando valores também em Rn. Reordenando

as coordenadas de z = (z1, · · · , zn) em componentes na forma z = (zi, [z]ci , [z]di), dizemos que f

tem a propriedade da quase-monotonicidade mista se existirem, para cada i = 1, · · · , n, inteiros

não negativos ci, di tais que ci + di + 1 = n e fi(zi, [z]ci , [z]di) é não-decrescente em relação as

componentes de [z]ci e não-crescente em relação as componentes de [z]di, para todo z ∈ Rn. Em

particular, f é dita quase-monótona não-decrescente (não-crescente) se ci = 0 (di = 0) para todo i.

Definição 41 Um par de funções (u∗, v∗), (u∗, v∗) com u∗, v∗, u∗, v∗ ∈ C([0, t]×R2)∩C1,2((0, t]×
R2), é dito sub e super-soluções acopladas de 4.9 se (u∗, v∗) ≥ (u∗, v∗)

7 e as seguintes condições

são satisfeitas

1 (u∗)t −D1∆u∗ ≥ f1(u∗, v∗)

7A desigualdade (u∗, v∗) ≥ (u∗, v∗) significa que u∗(t, x, y) ≥ u∗(t, x, y) e v∗(t, x, y) ≥ v∗(t, x, y), para todo
(t, x, y) ∈ [0, t]× R2
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2 (v∗)t −D2∆v∗ ≥ f2(u∗, v∗)

3 (u∗)t −D1∆u∗ ≤ f1(u∗, v∗)

4 (v∗)t −D2∆v∗ ≤ f2(u∗, v∗),

e se, além disso, existirem constantes ai, bi, com i = 1, 2 e bi <
1
4t

tais que

5 |u∗(t, x, y)| ≤ a1e
b1|(x,y)|2 , |v∗(t, x, y)| ≤ a2e

b2|(x,y)|2

6 |u∗(t, x, y)| ≤ a1e
b1|(x,y)|2 , |v∗(t, x, y)| ≤ a2e

b2|(x,y)|2 ,

quando |(x, y)| → ∞, com t > 0.

Teorema 31 [C. V. Pao, [34]] Seja (u∗, v∗), (u∗, v∗) um par de sub e super-soluções acopladas

de 4.9 limitadas em (0, t] × R2. Sejam ainda f1 e f2 funções localmente Hölder cont́ınuas com

constante α, definidas em C([0, t]× R2)× C([0, t]× R2), de classe C2+α. Além disso, se

R =
{

(u, v) ∈ C([0, t]× R2)× C([0, t]× R2) : (u∗, v∗) ≤ (u, v) ≤ (u∗, v∗)
}
,

suponha que as seguintes afirmações sejam válidas

1. as funções f1 e f2 são lispchitzianas em R

2. existe (u], v]) ∈ R e constantes positivas αi, βi, com i = 1, 2 e βi <
1
4t

, tais que

|fi(u], v])| ≤ αieβi|(x,y)|2 , comi=1,2,

(4.14)

quando |(x, y)| → ∞, com t ≥ 0, para i = 1, 2.

3. f satisfaz a propriedade da quase-monotonicidade.

Então o problema de Cauchy 4.9, com (u0, v0) ∈ R, tem única solução (u, v). Além disso, tal

solução é limitada pela região R.

Nosso próximo passo será verificar as hipóteses do teorema acima para o sistema de Rosenzweig-

MacArthur. Vamos então procurar um par de sub e super-soluções, (u∗, v∗), (u∗, v∗), para 4.13

(u∗, v∗), (u∗, v∗), com a condição inicial

u(0) = u0, v(0) = v0, (4.15)

de modo que as afirmações 1, 2 e 3 se verifiquem para a região R definida acima.

Considere, por exemplo, o seguinte par de soluções constantes

(u∗, v∗) =

(
M,

kµ

σ − µ

)
(4.16)

(u∗, v∗) = (0, 0),
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onde kµ
σ−µ < 1 e M uma constante positiva qualquer. Observamos inicialmente que as condições

1-4 da definição 41 podem ser facilmente verificadas. Além disso, as não-linearidades f1 e f2 são de

classe C1 e limitadas na região R, sendo, portanto, funções globalmente lipschitzianas nessa mesma

região.

Já os itens 5 e 6 da definição 41 e a afirmação 2 do teorema 31 seguem, respectivamente, do fato

que as funções u∗, v∗, u∗ e v∗ são constantes e f1, f2 são limitadas em R. A fim de verificarmos

a afirmação 2 do teorema anterior, consideramos inicialmente a função f1, que pode ser escrita da

seguinte forma

f1 = u

(
σv

k + v
− µ

)
.

De onde segue que f1 é não-decrescente em relação a u e a v, na região R. Considerando agora

a função f2, obtemos, derivando em relação a u que ela é não-crescente em relação a esta mesma

variável.

Uma vez verificadas todas as hipóteses do teorema 31, podemos concluir que o modelo de

Rosenzweig-MacArthur sujeito a condições iniciais restritas a região R (ver 4.1) possui uma única

solução. Mais ainda, tal solução é limitada pela região8 R e está, portanto, definida para todo

t > 0.

Figura 4.1: Região invariante R com C = kµ
σ−µ .

Garantida a existência e unicidade de soluções de 4.13-4.15 na região

R =

{
(u, v) ∈ C([0, t]× R2)× C([0, t]× R2) : (0, 0) ≤ (u, v) ≤

(
M,

kµ

σ − µ

)}
,

onde kµ
σ−µ < 1, nosso próximo passo será encontrar, nessa mesma região, uma particular solução,

que deve ser do tipo ondas viajantes periódicas. Iremos supor que as constantes α, σ, k e µ

são positivas e estamos ainda considerando soluções (u, v) com ambas coordenadas estritamente

8Esse argumento de invariância, para o caso em que as funções que limitam a solução são contantes, é bastante
utilizado na literatura e conhecido como retângulos invariantes. Sugerimos [10] para uma abordagem envolvendo
equações de reação-difusão e [36] para outra envolvendo sistemas parabólicos em domı́nios limitados.
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positivas. Observamos inicialmente que podemos re-escrever o sistema 4.13 da seguinte forma

ut = D1∆u+ f1(u, v) (4.17)

vt = D2∆v + f2(u, v).

Faremos os cálculos com parâmetros arbitrários e em seguida exibiremos valores fixos, para os quais

se verifica a existência de ondas viajantes periódicas.

Como vimos na seção 2.2, a relação entre espaço e tempo nesse tipo de solução significa matem-

aticamente que as funções u e v são na verdade funções de uma única variável n · p + ct, onde

p = (x, y) ∈ R2, c é uma constante positiva e n um vetor unitário. Devem existir então funções

2π-periódicas U e V tais que

u(p, t) = U(n · p+ ct), (4.18)

v(p, t) = V (n · p+ ct).

Sendo assim, 4.18 é uma solução de 4.17 se, e somente se, U e V satisfazem o seguinte sistema de

EDO’s, de ordem 2,

D1n
2U ′′ + cU ′ + f1(u, v) = 0 (4.19)

D2n
2V ′′ + cV ′ + f2(u, v) = 0.

Nosso objetivo é então verificar a existência de constantes c e n2 tais que 4.19 tenha uma

solução 2π-periódica. É, porém, mais conveniente escrevermos U(n · p + ct) = Ũ(t − n · p/c) e

V (n · p+ ct) = Ṽ (t− n · p/c), onde Ũ e Ṽ devem satisfazer

βD1Ũ
′′ + Ũ ′ + f1(u, v) = 0 (4.20)

βD2Ṽ
′′ + Ṽ ′ + f2(u, v) = 0,

para alguma constante positiva β. Tais funções devem ainda ser periódicas de peŕıodo T , para

algum T ∈ R. E então, voltaremos a formulação original 4.19, definindo c = 2π
T e n2 = βc2. É

posśıvel concluir, impondo algumas restrições a f1, f2, D1 e D2, o sistema 4.20 terá uma única

solução periódica para cada coleção de valores de β (ver [15]).

Uma vez que utilizaremos como ferramenta um teorema de bifurcação de Hopf, seguem alguns

conceitos e um resultado envolvendo este tema e que, nos serão úteis adiante.

Definição 42 Considere um sistema de EDO’s de dimensão 2 da forma wt = H(w). Dizemos que

w0 é um ponto de equiĺıbrio do sistema em questão se H(w0) = 0.

Teorema 32 [Teorema de Bifurcação de Hopf] Seja wt = Hε(w) um sistema de EDO’s de di-

mensão 2 autônomo, para cada parâmetro ε. Suponha que Hε seja de ordem Ck, com k ≥ 3.

Assuma ainda que w = 0 seja um ponto de equiĺıbrio para cada valor de ε, e que a matriz de
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linearização do sistema em w = 0 tenha como autovalores α(ε) ± iβ(ε) com α(0) = 0, β(0) 6= 0

e dα
dε (0) 6= 0. Definindo W = (w, ε) e considerando o sistema Wt = G(W ) de dimensão 3, onde

G = (Hε, 0), então deverá existir uma famı́lia a um parâmetro de soluções periódicas de Wt = G(W )

em uma vizinhança V de W = 0. Além disso, não existem outras soluções periódicas em V .

Definição 43 Dado um sistema de EDO’s da forma wt = H(w), uma solução periódica w é dita

ciclo limite quando existem duas soluções w1 e w2, uma pertencente ao interior w e outra ao

exterior, de modo que o limite de tais soluções quando t → +∞ - ou quando t → −∞ - coincide

com w.

Observamos que, o teorema de Bifurcação de Hopf nos garante a existência de ciclos limites,

uma vez que, de acordo com a definição acima, um ciclo limite é uma solução periódica w tal que

para alguma vizinhança de w não deve existir nenhuma outra solução periódica. Ou ainda, para

algum ponto p na órbita de w, a transformação de Poincaré tem p como sendo o único ponto fixo

em uma vizinhança de p (ver [37]).

Nosso objetivo agora é estudar o sistema

du

dt
= f1(u, v)

dv

dt
= f2(u, v),

com intuito de garantirmos a ocorrência de ciclo limite. É mais conveniente reescrevemos o sis-

tema 4.13 da seguinte forma

du

dt
= uF (u, v) (4.21)

dv

dt
= vG(u, v),

onde F (u, v) = σv
k+v − µ e G(u, v) = (1− v)− u

k+v .

Observe que os pontos de equiĺıbrio do sistema 4.13 são (0, 0), (0, 1) e
(

(σ−µ−µk)
(σ−µ)2

, µk
σ−µ

)
. Além

disso, a matriz Jacobiana de 4.21 é dada por

J(u, v) =

 F (u, v) + uFu(u, v) uFv(u, v)

vGu(u, v) G(u, v) + vGv(u, v)

 .

Afirmamos que, se as constantes α, σ, k e µ satisfazem certas condições, então o ponto p = (p1, p2) =(
(σ−µ−µk)

(σ−µ)2
, µk
σ−µ

)
caracteriza um equiĺıbrio instável e, mais ainda, é verificada a ocorrência de ciclo

limite numa vizinhança de p.
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De fato, a matriz Jacobiana de 4.21 no ponto p é dada por

J(p) =

 F (p) + p1Fu(p) p1Fv(p)

p2Gu(p) G(p) + p2Gv(p)

 =

 0 p1Fv(p)

p2Gu(p) p2Gv(p)

 ,

uma vez que F (p) = G(p) = Fu(p) = 0. De onde segue que trJ(p) = p1Gv(p) e det J(p) =

−p1p2Fv(p)Gu(p). Sabemos que o comportamento do sistema 4.21 em uma vizinhança de p é dado

pela equação

zt = J(p)z

e depende, portanto, dos autovalores da matriz J(p). Além disso, as ráızes do polinômio λ2−Tλ+

D = 0, onde T = trJ(p), D = det J(p), coincidem com os autovalores de J(p).

Nosso objetivo é aplicar o teorema 32 onde o parâmetro do sistema é k. Então, podemos escrever

λ(k) =
T ±
√
T 2 − 4D

2
= α(k)± iβ(k).

Fixando os parâmetros σ = 0, 15 e µ = 0, 05, obtemos o seguinte, para k = 0, 5:

α(0, 5) = 0, β(0, 5) 6= 0. (4.22)

Mais ainda, sendo

α(k) =
T

2
=

1

2

[
− σ23

σ − µ
− µ2k2

σ − µ
− k(σ + µ)µ

σ − µ

]
,

derivando em relação a k para os valores de σ e µ fixados acima, obtemos que dα
dk (0, 5) 6= 0.

Conclúımos assim que, para σ = 0, 15 e µ = 0, 05, existe um valor cŕıtico de k, para o qual

o sistema tem uma bifurcação de Hopf, apresentando um ciclo limite estável para valores de k

menores que o valor cŕıtico9. Observamos ainda que, neste caso, µk
σ−µ < 1 e, portanto, a solução

encontrada pertence a região R definida anteriormente.

9O teorema 32 é conhecido, em alguns contextos, como Teorema de Bifurcação de Hopf. Uma outra versão, um
pouco mais geral - que pode ser encontrada em [31] -, garante a existência de soluções periódicas para parâmetros
diferentes de ε 6= 0 se, além das hipóteses do teorema considerado aqui, o coeficiente de curvatura for não-nulo. Tal
condição não foi verificada neste trabalho, mas é garantida em [16] para os parâmetros σ, µ e k considerados aqui.
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Apêndice A

Espaços de Sobolev e potências de Bessel

Apresentamos uma breve discussão acerca de alguns espaços de funções fornecendo a prinćıpio

algumas definições básicas da teoria das equações diferenciais, como transformada de Fourier e

convolução. Passando em seguida aos conceitos e algumas propriedades das potências de Riesz e

de Bessel e, por fim, definimos espaços de Sobolev e de potências de Bessel com alguns resultados

envolvendo tais espaços. Para uma discussão com mais detalhes sugerimos [14], [39], [23] e [38].

A.1 Definições e resultados elementares

Introduziremos a prinćıpio a noção de multi-indice.

Definição 44 Um vetor em Rn da forma α = (α1, · · · , αn), onde cada componente é um inteiro

não negativo, com i = 1, 2, · · ·, é chamada multi-indice de ordem

|α| = α1 + · · ·+ αn.

Além disso, se U ⊂ Rn e f : U −→ −→R, dado um multi-indice α, definimos

Dαf(x)
.
=

∂|α|f(x)

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n

= ∂α1
x1 · · · ∂

αn
xn ,

para cada x = (x1, · · · , xn) ∈ U .

Antes de apresentarmos os conceitos de transformada de Fourier e convolução, assim como

algumas de suas propriedades, definiremos o espaço de Schwartz e seu dual topológico, uma vez

que a transformação de Fourier tem, a prinćıpio, como domı́nio de definição este primeiro espaço.

Definição 45 O espaço de Schwartz S(Rn) = S é formado pelo conjunto das funções f ∈ C∞(Rn)

que tomam valores em C e que são rapidamente decrescentes, ou seja, tais que

lim
|x|→∞

P (x)Dαf(x) = 0,

para cada polinômio P e cada multi-indice α.

As funções pertencentes aos conjuntos C∞c ou S são ditas funções teste. O conjunto dos fun-

cionais em C∞c é dito o espaço das distribuições de Schwartz e é denotado por D′(Rn). Além disso,

93
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denotaremos por S′(Rn) = S′ o dual topológico de S, ou seja, S′ é formado pelos funcionais em S.

S′ é dito conjunto das distribuições temperadas.

Definição 46 Se f ∈ S definimos a transformada de Fourier de f , f̂ , como sendo

f̂(ξ) =

∫
Rn
e−ixξf(x)dx, ∀ξ ∈ Rn,

onde xξ =
∑n

j=1 xjξj é o produto escalar em Rn de x = (x1, · · · , xn) por ξ = (ξ1, · · · , ξn). Além

disso, dizemos que aplicação F : f 7−→ f̂ é a transformação de Fourier.

A definição acima pode ser estendida para o espaço S′ e assim, podemos, em particular, con-

siderar a transformada de Fourier no contexto do espaço de Banach L1(Rn) = L1. A extensão de

F de S para S′ pode ser feita através da seguinte relação〈
Ŝ, f

〉
=
〈
S, f̂

〉
,

para todo f ∈ S. Definiremos a seguir a inversa da transformação de Fourier, mas somente para o

espaço L1.

Definição 47 Se f̂ ∈ L1, então dizemos que

f(x) =
1

(2π)n

∫
Rn
eixξ f̂(ξ)dξ

é a transformada de Fourier inversa de f̂ . Denotaremos por ǧ a transformada inversa de uma

função g ∈ L1.

Definição 48 Se f, g ∈ L1 então a convolução f ∗ g é definida por

(f ∗ g) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy, ∀x ∈ Rn.

Se f e g são funções em L1 então,

(i) f ∗ g ∈ L1 e

(ii) (f ∗ g)ˆ(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).

Além disso, se f for suficientemente regular, então (∂jf)ˆ(ξ) = iξj f̂(ξ). Vale ainda que,(
∂2f

∂xj∂xk

)
ˆ(ξ) =

∫
Rn
e−ixξ

∂2f

∂xj∂xk
(x)dx

= iξj

∫
Rn
e−ixξ

∂f

∂xk
(x)dx

= −ξjξk
∫
Rn
e−ixξf(x)dx = −ξjξkf̂(ξ),
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para todo ξ ∈ Rn e, consequentemente,

[(I −∆)u]ˆ(ξ) = û(ξ)− (∆u)ˆ(ξ) = û(ξ)−
n∑
j=1

(
∂2u

∂x2
j

)
ˆ(ξ)

= û(ξ) +
n∑
j=1

ξ2
j û(ξ) = (1 + |ξ|2)û(ξ).

Surge então, naturalmente, uma definição de potências do operador de Laplace, em termos da

transformada de Fourier:

(−∆)
α
2 f(x) = (|ξ|α f̂)ˆ(ξ) = F−1(|ξ|α f̂(ξ)), ∀α > 0, ∀f ∈ S.

O lema a seguir nos garante que a transformação de Fourier F pode ser estendida por con-

tinuidade a uma bijeção em L2.

Lema 17 Se f ∈ L1 ∩ L2, então f̂ ∈ L2 e
∥∥∥f̂∥∥∥

2
= ‖f‖2, onde ‖·‖2 denota a norma em L2.

Demonstração. Dada uma função f ∈ L1 ∩ L2, definimos f1(x)
.
= f(−x) e g

.
= −f1 ∗ f . Então,

ĝ =
∣∣∣f̂ ∣∣∣2. Pela definição de convolução, temos que

g(x) =

∫
Rn
f(y − x)f(y)dy. (A.1)

Por outro lado, a definição de F−1 implica que

g(x) =

∫
Rn
e−ixξ ĝ(ξ)dξ. (A.2)

Tomando x = 0 nas igualdades A.1 e A.2 obtemos
∫
Rn

∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣2 dξ =

∫
Rn |f(y)|2 dy, ou seja, f̂ ∈ L2

e
∥∥∥f̂∥∥∥

2
= ‖f‖2.

A.2 Potências de Riesz

Antes de definirmos o conjunto das potências de Riesz, apresentaremos o conceito de um op-

erador que pode ser definido de maneira natural via transformada de Fourier e que é, na verdade,

uma generalização da transformada de Hilbert, dada por

H(f)(x) =
1

π

∫ ∞
−∞

f(t)

x− t
dt, ∀f ∈ Lp,

para dimensões maiores. Tal operador é conhecido como transformada de Riesz e é dado pela

seguinte

Definição 49 Se f ∈ Lp, com 1 ≤ p <∞ então, para cada j = 1, · · · , n, a transformada de Riesz
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Rj de f é definida por

Rj(f)x = lim
ε→0

cn

∫
|y|≥ε

Kj(y)
yj
f

(x− y),

onde Kj(x) = cn
yj
|y|n+1 é o Kernel de Riesz singular e cn = Γ(n+1

2 )/π
n+1
2 .

Como vimos na seção anterior, se função f ∈ S então sua transformada de Fourier f̂ e o

laplaciano de f , ∆f , estão relacionados da seguinte forma

(−∆f)ˆ(ξ) = |ξ|2 f̂(ξ). (A.3)

Vimos ainda que, substituindo a potência de |ξ| por um α qualquer obtemos potências fracionárias

do laplaciano,

(−∆)
α
2 f(x) = (|ξ|α f̂)ˆ(ξ), ∀α > 0.

Se α ∈ (0, n), então a função |ξ|−α é localmente integrável e, portanto, é um elemento de S′. Pode-

mos assim estender a definição acima para potências negativas, ou seja, podemos definir (−∆)−
α
2

para α ∈ (0, n). Para tal utilizaremos operadores integrais da forma Iα : S −→ S′, conhecidos

como potências de Riesz.

Definição 50 Se f ∈ S e α ∈ (0, n) então definimos

(−∆)−
α
2 = Iαf,

onde

(Iαf)(x)
.
=

1

γ(α)

∫
Rn
|x− y|−n+α f(y)dy,

e γ(α) = π
n
2 2αΓ(α2 )/Γ

(
n−α

2

)
.

Para cada α ∈ (0, n), definimos a função Iα, conhecida como Kernel de Riesz e dada por

Iα(x) =
|x|α−n

γ(α)
,

onde γ(α) =
(
π
n
2 2αΓ(α2 )

)
/Γ
(
n−α

2

)
. Assim, é posśıvel obter a seguinte representação para as

potências de Riesz Iα:

Iαf(x) = (Iα ∗ f)(x), ∀α ∈ (0, n).

Mais ainda, dada uma função f em S, ela pode ser escrita como uma potência de Riesz. É suficiente

tomar g = (−∆)
α
2 f e então f(x) = Iαg(x).

A.3 Espaços de Sobolev

Os espaços de Sobolev constituem uma poderosa ferramenta da análise funcional, principalmente

no que diz respeito à sua relação com as EDP’s. A definição de tais espaços caracteriza uma
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importante relação entre funções em C∞c e suas derivadas parciais. Mas o conceito de derivadas

parciais que está envolvido é dado por uma noção mais geral que aquela usual e em termos da

teoria da distribuições, como vemos na seguinte

Definição 51 Sejam f e g duas funções localmente integráveis em Rn. Dado um multi-indice α,

dizemos que Dαf = g no sentido fraco (ou das distribuições), se∫
Rn
f(x)Dαϕ(x)dx = (−1)|α|

∫
Rn
g(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞c . (A.4)

Observamos que, se f possui todas as derivadas parciais até a ordem |α| cont́ınuas e Dαf = g

no sentido usual, então, aplicando integração por partes, obtemos A.4.

Definição 52 Para cada inteiro não negativo m, o espaço de Sobolev Wm,p(Rn) = Wm,p é definido

por

Wm,p = {f ∈ Lp : ∃Dαf e Dαf ∈ Lp,∀α com |α| ≤ m} ,

onde Dα se refere a derivada parcial de f no sentido fraco.

O espaço de Sobolev Wm,p com a norma

‖f‖Wm,p =
∑
|α|≤m

(∫
Rn
|Dαf |p

) 1
p

é um espaço completo (ver [38]). Geralmente na literatura encontra-se a seguinte notação

Wm,2 = Hm.

Definição 53 Definimos o espaço Wm,p
0 como sendo o fecho de C∞c (Rn) em Wm,p(Rn).

Observamos ainda que é comum na literatura a seguinte notação

Wm,2
0 = Hm

0 .

Para mais detalhes acerca de tais espaços ver [21].

O próximo resultado fornece uma caracterização alternativa dos espaços de Sobolev Wm,p, que

não envolve a noção de derivada parcial no sentido fraco e cuja demonstração pode ser encontrada

em [38].

Teorema 33 Seja f ∈ Lp, com 1 ≤ p < ∞. Então f ∈ Wm,p se, e somente se, existir uma

seqüência {ϕn} de funções em C∞c tal que

1. {ϕn} converge para f em Lp
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2. para cada α de ordem |α| ≤ m, {Dαϕn}1 converge na norma de Lp.

Ao passo que os espaços Ck(Rn) de certa forma medem a suavidade de funções em Rn em termos

de suas derivadas parciais no sentido usual, os espaços de Sobolev estabelece uma classificação destas

mesmas funções, porém em termos das derivadas parciais no contexto da definição 42.

Os espaços das funções em Rn k-vezes continuamente diferenciáveis estão relacionados por

imersões da forma

C1(Rn) ⊃ C2(Rn) ⊃ · · · ⊃ Ck(Rn) ⊃ · · · .

Uma pergunta natural seria se os espaços Wα,p possuem uma propriedade semelhante ou, ainda

mais, se existe alguma relação envolvendo também os espaços Lp. O próximo resultado, devido a

Sobolev, responde parte destas perguntas.

Teorema 34 (Teorema de Sobolev) Sejam α > 0 e 1 < p < ∞. São válidas as seguintes

afirmações:

1. quando αp < n, se p ≤ q ≤ p∗, onde 1
p∗ = 1

p −
α
n , então Wα,p(Rn) ⊂ Lq(Rn);

2. quando αp = n, se p ≤ q <∞, então Wα,p(Rn) ⊂ Lq(Rn);

3. quando αp > n, então Wα,p(Rn) ⊂ C(Rn).

Diferentes abordagens deste teorema podem ser encontradas em [21], [38] e [13].

A.4 Potências de Bessel

A noção do espaço de potências de Bessel surgiu da necessidade de generalizar a definição de

espaços de Sobolev Wm,p para o caso em que m não é inteiro. Além disso, surgem alguns problemas

envolvendo a representação apresentada da seção A.2 de uma função f ∈ S em termos das potências

de Riesz. Tais problemas surgem, por exemplo, do fato de f 7−→ Iα∗f não ser um operador limitado

em Lp (ver [38]). Outra questão que pode ser levantada, envolve o comportamento do Kernel de

Riesz no infinito. Ao passo em que
|x|α−n

γ(α)

é adequado para x numa vizinhança da origem, ele não se aplica da mesma maneira para o caso

em que |x| é suficientemente grande (i.e. |x| → ∞).

Uma solução seria substituir as potências de Riesz Iα por uma função que tivesse a mesma

singularidade na origem, mas que apresentasse um rápido decaimento no infinito. Existem várias

maneiras de se obter uma função com tais aspectos. Podemos citar por exemplo a função Iαe−|x|.
Há porém, algumas vantagens em proceder via transformada de Fourier e substituir (−∆)−

α
2 por

(I −∆)−
α
2 .

1Estamos nos referindo a derivada parcial no sentido usual, uma vez que {ϕn} ∈ C∞c . O que na verdade ocorre é
que, como vimos, neste caso os conceitos de derivada no sentido fraco e usual coincidem.
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Definição 54 Definimos as potências de Bessel Jα por

Jα = (I −∆)−
α
2 .

Para cada α ∈ R, define-se o Kernel de Bessel Gα por

Gα(x) =
1

(4π)
n
2

1

Γ(α2 )

∫ ∞
0

t
α−n
2 e−

π|x|2
t e−

t
4π
dt

t
.

Segue uma proposição acerca das propriedades do Kernel α ∈ R.

Proposição 7 Considere Gα como afoi definido acima. Então

1. para cada α > 0, Gα ∈ L1(Rn)

2. Ĝα(ξ) = (1 + |ξ|2)−
α
2

Estudaremos agora algumas propriedades da famı́lia {Jα}α. Para cada α ∈ R e f ∈ Lp(Rn),

podemos, de maneira análoga ao que foi feito para potências de Riesz, representar Jα da seguinte

forma

Jα(f) = Gα ∗ f.

A convolução acima está bem definida, uma vez que ‖Gα‖1 =
∫
Rn Gα(x)dx = 1. Além disso, são

válidas as seguintes afirmações

1. JαJβ = Jα+β, ∀α, β ∈ R

2. J−1
α = J−α, ∀α, β ∈ R

3. ‖Jα(f)‖p ≤ ‖f‖p , ∀1 ≤ ∞, ∀f ∈ Lp(Rn).

Definição 55 O conjunto Lpα dado por

Lpα = {f : f = Gα ∗ g, g ∈ Lp(Rn)}

é conhecido como espaço das potências de Bessel, com α ∈ R.

Podemos dizer, simbolicamente, que Lpα = Jα (Lp(Rn)), para 1 ≤ p ≤ ∞ e α ∈ R.

A norma em Lpα, denotado por ‖·‖p,α é definida da seguinte forma,

‖f‖p,α = ‖g‖p , se f = Jα(g).

Veremos que a norma em Lpα, assim definida, é consistente. Dados g1 e g2 em Lp(Rn), nosso objetivo

é então provar que Jα(g1) = Jα(g2) implica que g1 = g2. Observamos a prinćıpio que, se ϕ ∈ S
então ∫

Jα(g1)ϕ(x)dx =

∫
Gα ∗ g1ϕ(x)dx =

∫ ∫
Gα(x− y)g1(y)ϕ(x)dxdy =

∫
g1Jα(ϕ)dx.
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Uma vez que Jα(g1) = Jα(g2), obtemos, pelo teorema de Fubini, que

0 =

∫
Rn
Jα(g1)−

∫
Rn
Jα(g2) =

∫
Rn

(g1 − g2)Jα(ϕ), ∀ϕ ∈ S.

Se provarmos que Jα : S −→ S é uma bijeção, então, para cada ψ ∈ S, existiria ϕ ∈ S tal que

Jα(ϕ) = ψ, e portanto, teŕıamos ∫
(g1 − g2)ψdx = 0, ∀ψ ∈ S,

de onde obteŕıamos que g1 − g2 = 0. Considere então algum elemento ψ de S e defina ϕ̂(x) =

ψ̂(x)(1 + |x|2)−
α
2 . Sendo ψ̂ um elemento de S, deve-se ter ϕ̂ ∈ S e, portanto, ϕ ∈ S. Além disso,

como Gα = F−1((1 + |x|2)−
α
2 ) e ψ̂(x) = ϕ̂(x)(1 + |x|2)−

α
2 , obtemos

Jα(ϕ) = ψ.

Observamos ainda que, sendo Jα : S −→ S, podemos escrever cada elemento f de S como

potências de Bessel. Basta tomar g = J−α(f) e, então f = Jα(g).

Apresentamos a seguir um importante resultado, que não será demonstrado aqui (ver [6] e [38]),

acerca da relação entre os espaços de Sobolev W ,p(Rn) e o espaço das potências de Bessel Lpα(Rn).

Este resultado nos garante que tais espaços coincidem, para cada p ∈ (1,∞), para o caso em que

as potências α são inteiras.

Teorema 35 [A. P. Calderón] Suponha que m seja um inteiro positivo e p ∈ (1,∞). Então

Lpm(Rn) = Wm,p(Rn)

com normas equivalentes, ou seja, existem constantes a e b tais que

a ‖f‖p,m ≤ ‖f‖Wm,p ≤ b ‖f‖p,m .

O mesmo não ocorre quando p = 1 ou p = ∞. As relações de inclusão entre os espaços

de Sobolev e de potências de Bessel para estes dois casos extremos são apresentadas a seguir e

discutidas em [38].

Teorema 36 Considere os espaços Lpm(Rn) e Wm,p(Rn). São válidas as seguintes afirmações:

1. Wm,p(R) = Lpm(R) quando m é par e p = 1 ou ∞.

2. Se n > 1 então Wm,p(R) ⊂ Lpm(R), quando m é par e p = 1 ou ∞.

3. Se m é ı́mpar então, para todo n, Wm,p(R) * Lpm(R) e Lpm(R) *Wm,p(R).
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periódica, 13

Ondas
estacionárias, 18
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