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Principio de Inducao Finita

Uma propriedade particularmente importante dos numeros
naturais € expressa pelo Principio de Inducao Finita (PIF). No
que se segue, P(n) denota uma propriedade genérica,
atribuivel ao nimero natural genérico n. Se n satisfaz a
propriedade P(n), dizemos que P(n) é verdadeira (caso
contrario, que é falsa).



Principio de Inducao Finita

Seja P(n) uma propriedade genérica que satisfaz as seguintes
condicoes:
» (PIF 1) P(ng) é verdadeira para um certo ng € N;
» (PIF 2) Para todo k € N, com k > ng, tem-se: se P(k) é
verdadeira, entdo P(k + 1) é verdadeira.
Entao, P(n) é verdadeira para todo natural n > ny.



Para provarmos a validade de uma propriedade, devemos
verificar as duas condigoes PIF 1 e PIF 2. A primeira delas, em
geral, é a mais simples, pois trata-se somente de acharmos um
namero natural que satisfaz a propriedade. Para verificar a
validade da condicao PIF 2, deve-se:

» (i) tomar um ndmero natural genérico k;

» (ii) assumir que a propriedade P vale para esse numero,
i.e. que P(k) é verdadeira (nos referimos a isso como
sendo a hipotese indutiva);

» (iii) usando a hipotese indutiva, provar que o nimero k+1
(i.e. o sucessor de k) também satisfaz a propriedade P, ou
seja, que P(k + 1) também é verdadeira.



Exemplo 1 Considere a seguinte propriedade: a soma dos
primeiros n nUmeros naturais positivos é n(n+ 1)/2. Em
simbolos:

P(n):14+2+--+n=n(n+1)/2

Solucao.
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Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a condigcao PIF
2,
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Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a condigao PIF
2,devemos tomar um namero natural positivo qualquer k € N e
mostrar que vale a implicagao

P(k) = P(k+1).



Continuacao...

Logo, a nossa hipotese indutiva é:
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Logo, a nossa hipotese indutiva é:
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Continuacao...
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k(k +1
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=t



Continuacao...

Logo, a nossa hipotese indutiva é:

_ k(k+1)

P(K):1+2+-+k 5

Temos entao

k(k +1
1424 Ak+(k+1) = (2+)+(k+1) =



Continuacao...

Logo, a nossa hipotese indutiva é:

K+ 1
Pmy1+2+~-+k:k(;)

Temos entao

K(k +1) +2(k +1)
2

k(k +1
1424 Ak+(k+1) = (2+)+(k+1) =



Continuacao...

Logo, a nossa hipotese indutiva é:

_ k(k+1)

P(k):1+2+---+k 5

Temos entao
k(k+1)+2k+1)

k(k +1
1424 Ak+(k+1) = (2+)+(k+1) = 5

(k+1)(k+2) _ (k+1)((k+1)+1)

2 2
Assim, verificamos que, se P(k) é verdadeira, também o é

(k+1)((k+1)+1)
5 .

Donde, pelo PIF, concluimos que P(n) é verdadeira para todo
natural n > 1, i.e. para todo natural positivo.]

Pk+1):1+24 -+ k+(k+1) =




Exemplo 2 Mostrar por inducao a propriedade
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Exemplo 2 Mostrar por inducao a propriedade
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Solucao. Para n = 0 a propriedade é verdadeira, pois

20 =1 >1+0. Assim, a condicdo PIF 1 é satisfeita.Para
provar a condi¢cao PIF 2, tomemos qualquer k € N e
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P(k): 2Kk > 1 + k.
Queremos mostrar que
Pk +1): 2610 > 1 4 (k +1)
é valida.Temos
2k —22k>2(1+k)=2+2k>2+k=1+(k+1).

A condicao PIF 2, portanto, também é valida. Logo, pelo PIF, a
propriedade P vale para todo nimero natural.C]



Principio de Inducao Finita - 2a versao: Seja P(n) uma
propriedade genérica que satisfaz as seguintes condigdes:
» (PIF 1) P(ng) é verdadeira para um certo ng € N;

» (PIF 2) Paratodo n € N, com n > ng, tem-se: se P(k) é
verdadeira para todo k € N, com ny < k < n, entdao P(n) é
verdadeira.

Entao, P(n) € verdadeira para todo natural n > ng.
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