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Definicao 1

Dados dois conjuntos D, C, uma funcao de D em C é uma
relacdo entre esses conjuntos tal que

todo x € D corresponde a exatamente um elemento y € C

O elemento y é chamado de imagem de x. E comum denotar a
imagem de x por f(x).

Notacao: para dizermos que f é uma funcdo de D em C,
usaremos:

f:D->C

Nomenclatura: Dizemos que D é o dominio da funcdoe C é o
contradominio da funcao.
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Definindo funcdes por enumeracao

Outros exemplos:

o F:{1,2,3} > { “a”, “b" }
definida por (1) = “a”, f(2) = “a", f(3) = "b".

e m:{"“a", ..., “z" } > { simbolos validos em cédigo morse }
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Se o dominio e a imagem de uma funcdo sdo conjuntos numéricos,
podemos definir a associacdo entre os conjuntos por meio de uma
expressao.

Exemplos:

| =

o F:N*—>Q, tal que f(n) =

NS

o g:R - R, tal que g(x) = x
e h:[-1;1] - R, tal que h(x) =V1-x?
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Definindo funcdes por uma expressao

Se o dominio e a imagem de uma funcdo sdo conjuntos numéricos,
podemos definir a associacdo entre os conjuntos por meio de uma
expressao.

Exemplos:

| =

o F:N*—>Q, tal que f(n) =

NS

o g:R - R, tal que g(x) = x
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Funcoes e conjuntos

Seja f: D — C. Ja definimos:

e Dom f = D (l&-se “o dominio de f é D")

@ O contradominio de f é C (n3o ha notac3o)
A partir desses conceitos, definimos os conjuntos:

e imagemde f: Im f={y e C|y="f(x) para algum x € D}

@ seja X c¢ D um conjunto; definimos a imagem de X por f,
denotada f(X), por:
f(X)={beC|b=1f(a) para algum ac X}

@ seja Y c C um conjunto; definimos a pré-imagem de Y por
f, denotada f~1(Y), por:
fl(Y)={aeD|f(a)e Y}

Obs.: n3o confundir pré-imagem de um conjunto, f1(Y), com a
imagem pela func3o inversa, f1(y); ndo ha ambiguidade, pois Y
é um conjunto, enquanto que y é um elemento.



Funcoes e conjuntos

Considere f : {1,2,3} - { “a”, “b" } tal que
f(1)= "“a”, f(2) = “a”, f(3) = “b"

@ Dom f =
Contradominio de f =
Im f =

f({1,2}) =
(")) -



Funcoes e conjuntos

Considere f : {1,2,3} - { “a”, “b" } tal que
f(1)= "“a”, f(2) = “a”, f(3) = “b"

e Dom f ={1,2,3}
Contradominio de f =
Im f =

f({1,2}) =
(")) -



Funcoes e conjuntos

Considere f : {1,2,3} - { “a”, “b" } tal que
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Considere f : {1,2,3} - { “a”, “b" } tal que
f(1)= "“a”, f(2) = “a”, f(3) = “b"
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Considere f : {1,2,3} - { “a”, “b" } tal que
f(1)= "“a”, f(2) = “a”, f(3) = “b"

e Dom f ={1,2,3}

Contradominio de f = { “a", "b" }
Im £ ={ "a", “b" }

f({1,2}) = {"a"}
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Considere f : {1,2,3} - { “a”, “b" } tal que
f(1)= "“a”, f(2) = “a”, f(3) = “b"

e Dom f ={1,2,3}

Contradominio de f = { “a", "b" }
Im £ ={ "a", “b" }

f({1,2}) = {"a"}
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Seja
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f:R - R
> f(x):x2

Seja

@ Domf=R

Contradominio de f =R

Im f = {y eR |y =x? para algum x € R} = [0; +0)
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f:R - R
> f(x):x2

Seja

@ Domf=R

Contradominio de f =R

Im f = {y eR |y =x? para algum x € R} = [0; +0)
f((-1,1))=[0;1)

F({2}) = {-v2,v2}
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Classificacdo de funcdes

Pela definicdo de f : D - C, temos que
eImfcC

@ cada elemento x € D possui uma (nica imagem f(x) € C,

mas, apenas com a definicdo:

@ nao é garantido que Im f = C

@ nao é garantido que cada elemento da imagem possua
apenas um U(nico elemento em sua pré-imagem.

Se uma funcdo satisfaz alguma das propriedades acima, damos
uma classificacdo especial para ela.
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Classificacdo de funcdes

Definicao

Uma funcdo f : D — C é dita sobrejetora se Im f = C.

Definicao

Uma funcdo f : D — C é€ dita injetora se quaisquer par de
elementos distintos x1,x» € D corresponde a um par de elementos
distintos y1,y» € C.

Ou seja, f € injetora caso x1 + xo = f(x1) # f(x2).
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o f:{1,2,3} - {"a", “b", “c"} tal que
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o F:{1,2,3} - {"a", "b"} tal que
F(]_) — HaH, F(2) — HaH, F(3) — lle-

injetora  sobrejetora
f nao nao

~ . F n3o é injetora pois F(1) = F(2
F nao sim ! P (1) = F(2)

F é sobrejetora pois todo elemento no

dominio possui pré-imagem
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Considere:
o f:{1,2,3} - {"a", “b", “c"} tal que
f(1)="a", f(2)="a", f(3)="b"
o F:{1,2,3} - {"a", "b"} tal que
F(1)="a", F(2)="a", F(3)="b".
o g:R - R tal que x = g(x) = x?
o G:[0;+00) - R tal que x = G(x) = x>

injetora  sobrejetora
nio nio G é injetora pois, se a + b sdo ambos
nio sim positivos, entdo a° # b?

nao nao G n3o é sobrejetora pois nenhum nd-

[T s

sim nao mero negativo estd na imagem de G
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Considere:

o f:{1,2,3} > {"a", b’

, “c"} tal que

F(1) = "a", F(2) = "a", £(3) = "b"

o F:{1,2,3} > {

a 1

"} tal que

F(1)="a", F(2)="a", F(3)="b"
o g:R - R tal que x = g(x) = x?
o G:[0;+00) - R tal que x = G(x) = x>
o h:R R tal que x = h(x) = x>

injetora
f nao
F nao
g nao
G sim
h

sobrejetora

nao



Classificacdo de funcdes: exemplos

Considere:

o f:{1,2,3} - {"a", “b", “c"} tal que
f(1)="a", f(2)="a", f(3)="b"

o F:{1,2,3} - {"a", "b"} tal que
F(1)="a", F(2)="a", F(3)="b"

o g:R - R tal que x = g(x) = x?

o G:[0;+00) - R tal que x = G(x) = x>

o h:R R tal que x = h(x) = x>

injetora SObreJetora h é injetora pois, se a # b sdo reais

f n3o ndo distintos, entdo a° # b°
F nao sim

g nao nao

G sim nao

h sim



Classificacdo de funcdes: exemplos

Considere:

o f:{1,2,3} - {"a", “b", “c"} tal que
f(1)="a", f(2)="a", f(3)="b"

o F:{1,2,3} - {"a", "b"} tal que
F(1)="a", F(2)="a", F(3)="b"

o g:R - R tal que x = g(x) = x?

o G:[0;+00) - R tal que x = G(x) = x>

o h:R R tal que x = h(x) = x>

injetora SObreJetora h é injetora pois, se a # b sdo reais

f nao nao distintos, ent3o a° = b*

F nao sim

g n3o n3o h é sobrejetora pois qualquer nimero
G - 56 no contradominio possui pré-imagem
h sim sim (3/x sempre esta definido nos reais)



Funcoes bijetoras

Definicao

Dizemos que uma fungio é bijetora se ela é, ao mesmo tempo,
injetora e sobrejetora.
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Funcoes bijetoras

Definicao
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Exemplos de funcdes bijetoras:

@ f: {1,2,3} g {“a”, ! ”, “C”} tal que
F(1) = “a", £(2) = “c", F(3) = “b".
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Definicao

Dizemos que uma fungio é bijetora se ela é, ao mesmo tempo,
injetora e sobrejetora.

Outros nomes comuns: funcdo bijetiva, funcdo biunivoca, bijec3o.
Exemplos de funcdes bijetoras:

o f:{1,2,3} - {"a", “b", “c"} tal que
f(1)="a", f(2)="c", f(3)="b"
o h:R - R tal que h(x) = x3



Funcoes bijetoras

Definicao

Dizemos que uma fungio é bijetora se ela é, ao mesmo tempo,
injetora e sobrejetora.

Outros nomes comuns: funcdo bijetiva, funcdo biunivoca, bijec3o.
Exemplos de funcdes bijetoras:
e f:{1,2,3} - {"a", "b", “c"} tal que
f(1)="a", f(2)="c", f(3)="b"
o h:R - R tal que h(x) = x3
o g:[0;+00) - [0; +00) tal que g(x) = x?



sobrejetora.

Considere uma funcdo f : D — C que n3o é nem injetora, nem

Dominio
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Visualizacdo de funcGes usando Diagramas de Venn

Podemos restringir o contradominio de f, criando uma funcdo
fs : D - C' sobrejetora.

Dominio Contradominio



sobrejetora.

Considere uma funcdo f : D — C que n3o é nem injetora, nem

Dominio
v. 2012-11-8

Contradominio
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Podemos restringir o dominio de f, criando uma funcio f;: D' — C
injetora.

Dominio
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sobrejetora.

Considere uma funcdo f : D — C que n3o é nem injetora, nem

Dominio
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Contradominio
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=

Do
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Visualizacdo de funcGes usando Diagramas de Venn

Podemos restringir o dominio e contradominio de f, criando uma
funcdo f, : D' - C’ bijetora.

fp

Dominio Contradominio



D

Observe que a relacdo f : D - C abaixo ndao é uma funcio, pois o
elemento x € D estd associado a mais de um elemento em C.

C

0
—

v. 2012-11-8

Para mais informagGes sobre relacdes em geral, leia o Cap. 64

Dae
15/25



Seja f : A— B uma bijeco.

f
A
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Seja f: A— B uma bijecdo. Podemos definir f1: B - A tal que
fl(y)=xse f(x)=y.

v. 2012-11-8

40> «Fr «=)» <

it
-

Do
16/25



Funcao inversa: exemplos

Seja f:R->R
x> f(x)=2x+1

A funcdo f € bijetora? Se sim, determine a funcdo inversa.
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Demonstracdo de que é injetora: Sejam x;, x> no dominio de f
tais que: X1 # X0
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A funcdo f € bijetora? Se sim, determine a funcdo inversa.

Demonstracdo de que é injetora: Sejam x;, x> no dominio de f
tais que: X1 # X0
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Funcao inversa: exemplos

Seja f:R->R
x> f(x)=2x+1

A funcdo f € bijetora? Se sim, determine a funcdo inversa.

Demonstracdo de que é injetora: Sejam x;, x> no dominio de f
tais que: X1 # X0
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Funcao inversa: exemplos

Seja f:R->R
x> f(x)=2x+1

A funcdo f € bijetora? Se sim, determine a funcdo inversa.

Demonstracdo de que é injetora: Sejam x;, x> no dominio de f
tais que: X1 # X0
2x1 # 2xp
2x1+1#2x0+1
f(x1) # f(x2)



Funcao inversa: exemplos

Seja f:R->R
x> f(x)=2x+1

A funcdo f € bijetora? Se sim, determine a funcdo inversa.

Demonstracdo de que é injetora: Sejam x;, x> no dominio de f
tais que: X1 # X0
2x1 # 2xp
2x1+1#2x0+1
f(x1) # f(x2)

Demonstracdo de que é sobrejetora: Seja y no contradominio
de f; demonstraremos que hd um elemento x no dominio de f tal
que f(x) =y.

continua. ..



... continuacdo da demonstracdo de que f tal que f(x) =2x + 1 é sobrejetora

Tome y no contradominio de f, ou seja, y € R;
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... continuac3o da demonstracdo de que f tal que f(x) = 2x + 1 é sobrejetora

Tome y no contradominio de f, ou seja, y € R; como y é real, o

nimero y — 1 também é.



... continuac3o da demonstracdo de que f tal que f(x) = 2x + 1 é sobrejetora

Tome y no contradominio de f, ou seja, y € R; como y é real, o

também é.

, L Y-
nimero y — 1 também é. Da mesma forma,



... continuac3o da demonstracdo de que f tal que f(x) = 2x + 1 é sobrejetora

Tome y no contradominio de f, ou seja, y € R; como y é real, o

também é.

, L Y-
nimero y — 1 também é. Da mesma forma,

Defina x = Y=

, e verifique que

f(x) =



... continuac3o da demonstracdo de que f tal que f(x) = 2x + 1 é sobrejetora

Tome y no contradominio de f, ou seja, y € R; como y é real, o

também é.

, L Y-
nimero y — 1 também é. Da mesma forma,

Defina x = Y=

, e verifique que

f(x)=2x+1=



... continuac3o da demonstracdo de que f tal que f(x) = 2x + 1 é sobrejetora

Tome y no contradominio de f, ou seja, y € R; como y é real, o

também é.

, L Y-
nimero y — 1 também é. Da mesma forma,

Defina x = Y=

, e verifique que

-1
f(x)=2x+1=2yT+1=



... continuac3o da demonstracdo de que f tal que f(x) = 2x + 1 é sobrejetora

Tome y no contradominio de f, ou seja, y € R; como y é real, o

também é.

, L Y-
nimero y — 1 também é. Da mesma forma,

Defina x = Y=

, e verifique que

-1
f(x)=2x+1=2y2 tl=y



... continuac3o da demonstracdo de que f tal que f(x) = 2x + 1 é sobrejetora

Tome y no contradominio de f, ou seja, y € R; como y é real, o

, o y - o
nimero y — 1 também é. Da mesma forma, também é.

Defina x = Y- , e verifique que

-1
f(x)=2x+1=2y2 tl=y

Logo qualquer y no contradominio de f possui pré-imagem no
dominio de f, ou seja, f é sobrejetora.



... continuac3o da demonstracdo de que f tal que f(x) = 2x + 1 é sobrejetora

Tome y no contradominio de f, ou seja, y € R; como y é real, o

, o y - o
nimero y — 1 também é. Da mesma forma, também é.

Defina x = Y=

, e verifique que

-1
f(x)=2x+1=2y2 tl=y

Logo qualquer y no contradominio de f possui pré-imagem no
dominio de f, ou seja, f é sobrejetora.

Como f também é injetora, temos que f é bijetora.

continua. ..



...continuacao

Calculo da funcao inversa: Dado y € Im f, queremos encontrar x
no dominio tal que 2x+1=y.



...continuacao

Calculo da funcao inversa: Dado y € Im f, queremos encontrar x
no dominio tal que 2x+1=y.

Para fazer isso, basta obter uma expressdo para x que dependa de
Yy, ou seja, isolar x:



...continuacao

Calculo da funcao inversa: Dado y € Im f, queremos encontrar x
no dominio tal que 2x+1=y.

Para fazer isso, basta obter uma expressdo para x que dependa de
Yy, ou seja, isolar x:

2x+1=y



...continuacao

Calculo da funcao inversa: Dado y € Im f, queremos encontrar x
no dominio tal que 2x+1=y.

Para fazer isso, basta obter uma expressdo para x que dependa de

Yy, ou seja, isolar x:

2x+1=y
2x=y -1



...continuacao

Calculo da funcao inversa: Dado y € Im f, queremos encontrar x
no dominio tal que 2x+1=y.

Para fazer isso, basta obter uma expressdo para x que dependa de
Yy, ou seja, isolar x:

2x+1=y
2x=y -1

y-1
X=—
2



...continuacao

Calculo da funcao inversa: Dado y € Im f, queremos encontrar x
no dominio tal que 2x+1=y.

Para fazer isso, basta obter uma expressdo para x que dependa de
Yy, ou seja, isolar x:

2x+1=y
2x=y -1
y-1
X="—
2

Logo f‘l(y):%. [ ]



Funcao inversa: exemplos

Seja f : R — R tal que f(x) = x2. Restrinja o dominio e o
contradominio de f de maneira a obter uma bijecio.




Funcao inversa: exemplos

Seja f : R — R tal que f(x) = x2. Restrinja o dominio e o
contradominio de f de maneira a obter uma bijecio.

Queremos encontrar g: D — C tal que g(x) =f(x), com DgR e
C ¢ R de tal forma que g seja uma bijec3o.
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Seja f : R — R tal que f(x) = x2. Restrinja o dominio e o
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contradominio de f de maneira a obter uma bijec3o.

Queremos encontrar g: D — C tal que g(x) =f(x), com DgR e
C ¢ R de tal forma que g seja uma bijec3o.

Observe que Im f = [0; +o0), portanto tomaremos C = [0; +o0)
para que g seja sobrejetora.

Para que g seja injetora, note que cada niimero negativo —a possui
um nimero positivo distinto a tal que f(-a) = f(a) = a°.



Funcao inversa: exemplos

Seja f : R — R tal que f(x) = x2. Restrinja o dominio e o
contradominio de f de maneira a obter uma bijec3o.

Queremos encontrar g: D — C tal que g(x) =f(x), com DgR e
C ¢ R de tal forma que g seja uma bijec3o.

Observe que Im f = [0; +o0), portanto tomaremos C = [0; +o0)
para que g seja sobrejetora.

Para que g seja injetora, note que cada niimero negativo —a possui
um nimero positivo distinto a tal que f(-a) = f(a) = a°.

No dominio D = [0; +o0), a funcdo g é injetora.



Funcao inversa: exemplos

Seja f : R — R tal que f(x) = x2. Restrinja o dominio e o
contradominio de f de maneira a obter uma bijec3o.

Queremos encontrar g: D — C tal que g(x) =f(x), com DgR e
C ¢ R de tal forma que g seja uma bijec3o.

Observe que Im f = [0; +o0), portanto tomaremos C = [0; +o0)
para que g seja sobrejetora.

Para que g seja injetora, note que cada niimero negativo —a possui
um nimero positivo distinto a tal que f(-a) = f(a) = a°.

No dominio D = [0; +00), a funcdo g é injetora. Note também que
poderiamos ter tomado qualquer subconjunto do intervalo [0; +o0), ou do

intervalo (—oo;0].

Portanto, g : [0; +o0) — [0; +o0) tal que g(x) = x? é uma bijec3o.



Uma funcdo f : D — C pode ser enxergada como uma “caixa

preta” que toma um ndmero x € D e leva em um nimero f(x) € C

f(x)
entrada

saida
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Visualizacdo de funcdes usando _
Uma funcdo f : D — C pode ser enxergada como uma “caixa

preta” que toma um ndmero x € D e leva em um nimero f(x) € C

f(x)
entrada

saida
o que f faz.

Se f é uma bijec3o, ent3o existe uma caixa-preta f ! que “desfaz”

f(x)

entrada f
v. 2012-11-8

saida f
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Uma funcdo f : D — C pode ser enxergada como uma “caixa

preta” que toma um ndmero x € D e leva em um nimero f(x) € C

f(x)
entrada

saida
o que f faz.

Se f é uma bijecdo, entdo existe uma caixa-preta f~1 que “desfaz”

f(x)

entrada f
v. 2012-11-8

saida f

entrada f1

saida 1
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_ Composicaa de e
O que acontece se tivermos f: A—> Beg:B— C e se
“encaixarmos” a saida de f na entrada de g7

f(x)
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O que acontece se tivermos f: A—> Beg:B— C e se
“encaixarmos” a saida de f na entrada de g7

f(x)
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O que acontece se tivermos f: A—> Beg:B— C e se
“encaixarmos” a saida de f na entrada de g7

f(x)

8(f(x))
pode ser visto também como caixa preta
X

g(f(x)
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Composicao de funcdes

O que acontece se tivermos f:A—> Beg:B—> Cese
“encaixarmos” a saida de f na entrada de g?

f(x)

g —ef)

pode ser visto também como caixa preta

g(f(x)

Definicao

A funcdo composta gof : A— C é definida como a funcio tal que
(gof)(x)=g(f(x)).

oA
v. 2012-11-8 22/25




Composicao de funcoes

Exemplo: Seja f : R > R tal que f(x)=x+1e g:R - R tal que
g(x) =2x.

O que podemos dizer de gof e de fog?



Composicao de funcoes

Exemplo: Seja f : R > R tal que f(x)=x+1e g:R - R tal que
g(x) =2x.

O que podemos dizer de gof e de fog?

A funcdo gof é tal que (gof)(x)=g(f(x)) =



Composicao de funcoes

Exemplo: Seja f : R > R tal que f(x)=x+1e g:R - R tal que
g(x) =2x.

O que podemos dizer de gof e de fog?

A funcdo gof étal que (gof)(x)=g(f(x))=g(x+1)=



Composicao de funcoes

Exemplo: Seja f : R > R tal que f(x)=x+1e g:R - R tal que
g(x) =2x.

O que podemos dizer de gof e de fog?

A funcdo gof é tal que (gof)(x)=g(f(x))=g(x+1)=2x+2.



Composicao de funcoes

Exemplo: Seja f : R > R tal que f(x)=x+1e g:R - R tal que
g(x) =2x.

O que podemos dizer de gof e de fog?
A funcdo gof é tal que (gof)(x)=g(f(x))=g(x+1)=2x+2.

A funcdo fo g é tal que (fog)(x)=f(g(x)) =



Composicao de funcoes

Exemplo: Seja f : R > R tal que f(x)=x+1e g:R - R tal que
g(x) =2x.

O que podemos dizer de gof e de fog?
A funcdo gof é tal que (gof)(x)=g(f(x))=g(x+1)=2x+2.

A funcdo fog é tal que (fog)(x)="r(g(x))="Ff(2x) =



Composicao de funcoes

Exemplo: Seja f : R > R tal que f(x)=x+1e g:R - R tal que
g(x) =2x.

O que podemos dizer de gof e de fog?
A funcdo gof é tal que (gof)(x)=g(f(x))=g(x+1)=2x+2.

A funcdo fog é tal que (fog)(x)="f(g(x))=1Ff(2x) =2x+1.



Composicao de funcoes

Exemplo: Seja f : R > R tal que f(x)=x+1e g:R - R tal que
g(x) =2x.

O que podemos dizer de gof e de fog?
A funcdo gof é tal que (gof)(x)=g(f(x))=g(x+1)=2x+2.
A funcdo fog é tal que (fog)(x)="f(g(x))=1Ff(2x) =2x+1.

Conclusao: em geral, as funces go f e f o g ndo sdo idénticas!



Composicao com a inversa

Se f: X — X é uma bijec3o, o que podemos dizer de f o f~1 e de
flof?




Composicao com a inversa

Se f: X — X é uma bijec3o, o que podemos dizer de f o f~1 e de
flof?

Conclusdo: a inversa de f: X — X é a funcdo ! tal que
FH(F(x)) = F(FH(x)) = x.



@ Ler capitulo 6 do texto de A. Caputi e D. Miranda.
@ Fazer os exercicios desse capitulo
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