Errata da lista 1:

Na péagina 4 (respostas), a resposta da letra e da questao 13 ¢ {2,3,5,7,11,13,17}
(faltou o namero 17)



Lista 1 - Bases Matematicas

Elementos de Légica e Linguagem Matematica

1 — Deé exemplos ou contra-exemplos, se exis-
tirem, para as seguintes afirmacoes:

a) Paratodox e R, x+1>2.

b) Todas as letras da palavra “banana” sdo
vogais.

c¢) Paratodox € R, x* < x.

d) Para todos m,n € N pares, temos que
n + m é par.

2 — O que as seguintes afirmagoes significam?
Elas sao universais ou particulares? Elas sao ver-
dadeiras? O universo de discurso em todos os
casos é os numeros naturais.

a) VxJdy(x <y)
b) Jyvx(x <y)
c) IVy(x <vy)
d) Vyax(x <y)
e) IxJy(x <y)
f) ¥xWy(x <vy)

3 — O que as seguintes afirmagoes significam?
Elas sao verdadeiras? Deé exemplos e contra-
exemplos quando possivel. O universo de discurso
em todos os casos é os niimeros naturais.

a) VxJy(2x —y =0)
b) Fyvx(2x —y =0)
¢) Jy3z(y+z=100)

4 — Negue as seguintes proposigoes:

a) 3>4e2é par.

b) Nao é verdade que (3 é par ou que 5 é
impar).

¢) 2 é um nimero par e 3k + 1 é um ndmero
impar.

d) 2 é nimero par e ndo é verdade que 3 é
um nimero impar.

e) Todo elemento do conjunto A é elemento
do conjunto B.

f) Nao é verdade que (5 é um nimero primo
e 4 é um numero impar).

g) (Nao é verdade que 5 é um ntimero primo)
ou 4 é um numero fmpar.

5 — Nas seguintes proposicoes abertas o
dominio de discurso é o conjunto dos reais. Para
essas proposicoes esboce na reta real o seu con-
junto verdade.

a) x>2ex<4

b) x>2oux<3
c) x>2ou(x<bex>3)
d) nao é verdade que (x >2 e x <4)
6 — Ache a contrapositiva, a reciproca e a in-
versa das seguintes frases:
a) naop = (.
b) ndop = naogq.

p = naod(.

)
)
d) Se chove entao eu nao vou trabalhar.
) Se x é par, entao 2x + 1 é fmpar.

)

Se minha mae é um trator entao eu sou
uma moto-serra.

g) Se 2X41 é primo, entdo k é uma poténcia
de 2.

h) Se x? +y? =0 entéo x e y sdo iguais a 0.

7 — Atribua um valor verdade as seguintes
proposicoes:

a) Se 2 é par, entdo 3 é impar.

Se 2 néo é par, entao 3 é impar.

Se minha mae é um trator entao eu sou
uma moto-serra.

)
c) Se 3 nao é par, entdo 3 nao é impar.
)

8 — Para os pares de proposigoes p e q diga
se p é condigdo necessaria e\ou suficiente para
g. Em todos os exemplos considere x um nimero
natural.



p= “x é maior que 2”7 q =“x é maior que
377
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p="“x é maior que 2” q =“x é maior igua
a 277
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p="“x é maior que 0 e x é menor que
q =“x é menor que 2”.
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p="“x é maior que 0 e x é menor que
q :C(X — '177 .
p="“A é um triangulo isésceles” q =“A ¢
um triangulo equildtero”.
P=“M é uma matriz com determinante

diferente de 07 q =“M é uma matriz in-
vertivel”.

9 — Transcreva as seguintes proposicoes para
a forma simbdlica:

a)
b)

f)
g)

h)

Existe um ndmero real n tal que n? = 2.

N&o existe nimero racional x tal que x* =

2.

Existe x tal que x? é par e divisivel por 3.

Nio existe nimero inteiro x tal que x* é

primo ou x? é negativo.

Existe um timero inteiro x tal que x? é par
ou x? é fmpar.

Para cada ntimero real x existe um ntimero

real y tal que x +y =0.

Todo elemento do conjunto A é elemento
do conjunto B.

Para todo €, existe 6(e) tal que se 0 <
Ix —a] < & entdo [f(x) —f(1))] < e.

Todo nimero natural é divisivel por 2, 3,
SouT.

Para todo ntimero racional x, x é menor
que 1/x.

Se a e b sao dois nimeros primos, entao
ab é primo.

Existem dois ntimeros cuja soma é 1000.
Nao existe ntimero racional cujo quadrado
é 2.

Para todos niimeros a e b reais, ha um

numero ¢ que € menor que b e maior que
a.

10 — Para cada uma das proposi¢oes ante-
riores, escreva a negacao simbdlica e “em por-
tugués”.

11 — Reescreva cada afirmagdo a seguir em
lingua natural, sem usar notagao simbdlica.

a)
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YneR, n<n?

IneR, n?=n.

JneR, n?=n.

IneR, n?=nd
mmeNJkeN:k<n.

Va,be R, de,deR:a<c+d<b.
Ya,b € Z,3c € Z: (a/b)c € Z.
Va,e Ry,Fbe R:Vc e R,ab=c
Va,e R,Vc e R,dbeR:ab=c

12 — A férmula de Bhaskara é uma proposicao
universal. Descreva-a simbolicamente.

13 — Para todas as afirmagoes a seguir n de-
nota um nimero natural. Determine o conjunto
verdade das seguintes proposicoes abertas:

a) n?<12
b) 3n+1<25
c) In+1<25en+1>4
d) n<5oun>3
e) m é primo e nao é verdade que n > 17
fy m—2)n—-3)n—4)(n—5)=0
14 — Para cada demonstracao, diga que tipo

de técnica de prova foi usada, e explique como
a técnica foi aplicada (o simbolo | significa “di-

vide”):

a)

alb e alc — a|(b+c). Prova: se alb,Jk; :
aky = b; mas porque alc, Ik, : ak; = c.
Assim, b+ ¢ = ak; + ak; = a(k; + kz), e
mostramos que Jk : b + ¢ = ak. O

log, 3 € irracional. Prova: suponha que
existem a e b tais que log,3 = a/b com
a,b € Z. Entdo, 29/° =3, ¢ (29/b)n = 3b,
Mas como (29/°)? = 2, terfamos que 2% =
3%, Mas 2 elevado a qualquer inteiro deve
ser par, e 3 elevado a qualquer inteiro deve
ser impar. Como um ndmero nao pode ser
par e impar ao mesmo tempo, temos que
concluir que log, 3 é irracional. O

Se a eb sao reais e ab ¢é irracional, entdo
pelo menos um dentre a e b deve ser ir-
racional. Prova: se tanto a como b forem
racionais, entdo ha ki,ky, k3, kg4 € Z tais
que a = ki/k; e b = k3/k4. Entéo,



ab = (ki/ka) (ks/ka) = 2] — 0 que sig-
nifica que ab poderia ser escrito como quo-
ciente de dois inteiros. Portanto, se ab é
irracional, ou a ou b deve ser irracional.

a

d) Se a € irracional, entio \/a também é
irracional. Prova: Se \/a for racional,
entao existem inteiros m e n tais que
v/a = m/n. Elevando ambos os lados ao

quadrado, temos a = m?/n2. Como m? e

n? sdo inteiros, a é racional. O

e) Para qualquer triangulo retingulo nao de-
generado (ou seja, com todos os lados de
comprimento maior que zero), sejam a e
b os comprimentos de seus catetos e ¢ o
comprimento de sua hipotenusa. Entao,
a+b > c. Prova: Suponha qye a+b <c.
Elevando ambos lados ao quadrado temos
(a+b)? <2, ou ainda, a4+ 2ab+ b? <
¢2. Como o tridangulo nio é degenerado

(todos os lados sao maiores que zero),

a? +b% < a? +2ab + b? < ¢?, e portanto

a’? 4+ b? < ¢?. No entanto, o Teorema de

Pitagoras afirma que a? + b? = ¢?, e a
prova esta completa. O
15 — As demonstragoes a seguir estdo incor-

retas. Aponte o erro em cada uma delas.

a) 1 < 0. Prova: Seja um ntimero real
x < 1. Aplicando o logaritmo em ambos
os lados da desigualdade, temos logx <
log 1. Como sabemos que log 1 = 0, entao
logx < 0. Agora dividimos ambos os lados
por logx e obtemos 1 < 0. A

b) Todo numero inteiro tem raiz quadrada in-
teira. Prova: Provamos a contrapositiva
de “Yn € Z,v/n € Z’. Seja a = /n.
Temos que a? = n, e como o quadrado
de um inteiro é sempre outro inteiro, n
também é inteiro. B
c) Se 5|ab entdo 5la ou 5/b. Prova: Se 5|ab
entao ab é da forma 5k para algum k. Por-
tanto, ou a = 5m ou b = m para algum
m. Assim, concluimos que 5/a ou 5/b. &,

d) 1 =2. Prova: Sejam a e b dois nimeros
iguais. Multiplicando ambos os lados de
“a = b’ por a obtemos a’? = ab. Sub-
traindo b? dos dois lados, a? — b? = ab —

b2. Fatorando, (a +b)(a—b) =b(a—b).
Subtraindo (a — b) temos a + b = b.
Quando a e b valem 1, temos que 1+1 =1,
e estd concluida a prova. B

16 — Demonstre as seguintes afirmacoes:

a) Se a divide b e a divide ¢ entao a divide
b+c.

b) Se p, q sdo nimeros racionais, entao p + q
é um numero racional.

17 — Use o método de reducao ao absurdo
para provar cada uma das seguintes proposicoes.

a) A raiz cibica de 2 é irracional.

b) Dados a,b,c inteiros. Mostre que se a nao
divide bc, entao a nao divide b.

18 — Prove cada uma das seguintes
proposicoes pelo método contra-positivo.

a) Se x e y s@o dois numeros inteiros cujo
produto é impar, entao ambos tém de ser
impar.

b) Se a e b s@o nimeros reais tais que o pro-
duto ab é um nimero irracional, entao ou
a ou b deve ser um nimero irracional.

19 — Mostre que o produto de um ndmero
racional nao nulo com um ndmero irracional é
irracional.

20 — Dados a, b, c ntmeros inteiros com ¢ #
0. Mostre que a divide b se e somente se ac di-
vide bc.

Exercicios Complementares

21 — Use o método de reducao ao absurdo
para provar cada uma das seguintes proposicoes.
a) Nao hé solugdes inteiras positivas para a
equacio x2 —y? = 10.
b) Nao ha solugao racional para a equagao
X Hxt 3 +x2+1=0.



Respostas dos Exercicios

1 a.) Exemplos: qualquer nimero real maior que 1.
Contra-exemplos: qualquer nimero real menor igual
a 1. b.) Exemplos: letra a. Contra-exemplos: letras
bne.) Exemplosm=2en=4oum=6en=_3_.
Contra-exemplos: nao possui, pois como provaremos
em 77 essa afirmacao é verdadeira.

2 a.) Para todo ndmero natural x existe um y tal
que x < y. Ou seja, para qualquer nimero natural
x existe um numero natural y tal que y é maior que
x. Verdadeira. Afirmacao Universal. Exemplo x = 1
seja y = 2. b.) Existe um y tal que para todo x,
x é menor que y. Afirmacao particular. Afirmacao
falsa, pois para qualquer nimero natural y, y+ 1 nao
¢ menor que y.

e.) Existem x e y tais que x < y. Afirmagao par-
ticular. Verdadeira.

3 a.) Verdadeira. b.) Existe y tal que para todo x,
2x —y = 0. Falsa, pois se x = 0 entao y = 0, e se
x =1 entdo y = 2. c.) Verdadeira.

4 a.) 3 <4 ou2éimpar. e.) Existe um elemento
no conjunto A que nao é elemento do B.

6 b.) Contrapositiva: q = p. Reciproca: ndoq =
naop. Inversa: p = q. d.) Contrapositiva: “Se vou
trabalhar entao nao chove”. Reciproca: “Se nao vou
trabalhar entao chove”. Inversa: “Se nao chove entao
vou trabalhar.

7 a.) verdadeiro b.)  verdadeiro c.) falso d.)
verdadeiro
8 a.)  Condicdo necessdria, mas nao suficiente.

b.) Condigdo suficiente, mas nio necessaria. e.)
Condigao necesséria, mas nao suficiente. f.) Condic¢ao
necesséria e suficiente.

9 a) IneR[n?=2b.) naoIx € Q|x* =2 1)
VxeR, Iy eR|x+y=0

10 a.) Vn € Rn? # 2. Para todo nimero real n,
n? # 2. b.) Ix € Q[x* = 2. Existe um ndmero
racional x tal que x> =2. f.) Ix € R|Vy € R|x+y =
0. Existe um nimero real x tal que para todo niimero
real y, x +y =0.

11 a.) Todo nimero real é menor que seu quadrado.
b.) Existe um tunico ndmero real que é igual a seu
préprio quadrado. c¢.) Para todo ndmero real a ex-
iste algum outro real b tal que para qualquer c real,
ab é igual a c.

12 A férmula diz que as solugdes para ax®+bx+
¢ = 0 sdo dadas por (—b+vb? —4ac)/(2a). Sim-
bolicamente,

Va, b, ¢, x, (ax? + bx+ ¢ =0)

( b+ VITdac
— | X = 2a

ou X =

—b— Vb — 4ac)
2a

13 a.) {0,1,2,3}c.) {4,5,6,7} e.) {2,3,5,7,11,13}

14 d.) A proposigao provada é nao R(a) —
nao R(y/a); a prova apresentada é a da contraposi-
tiva R(y/a) — R(a). e.) Reducdo ao absurdo. A
proposicao diz que a + b > c, e a prova consiste em
demonstrar que a negacao da proposicao, “a+b < c¢”,
leva ao absurdo.

15 a.) A prépria demonstragao diz que logx < log T,
portanto logx < 0. No entanto, ao multiplicar uma
inequagao a < b por algum numero negativo, tem-se
que —ak > —bk. b.) A proposigdo provada néo
é a contrapositiva do que se queria provar, e sim a
reciproca.  c¢.) A proposicdo é “Se 5|ab entdo 5|a
ou 5/b”, e foi usada para provar a si mesma: “ab é
da forma 5k ... Portanto ou a = 5m ou b = m para
algum m”.



