Lista 1 - FIS 404 - Relatividade Geral

Relatividade especial

2° quadrimestre de 2017 - Professor Mauricio Richartz

Leitura sugerida: Caroll (1.1-1.3), Wald (cap. 1), Schutz (cap. 1)

1. Unidades Naturais:

a)

Antigamente, quando se usavam réguas e relégios padrao, fazia sentido medir a velocidade
da luz. O valor medido, com precisdo de 8 casas decimais foi ¢ = 2,99792458 x 108 m/s.
Quando se descobriu que a velocidade da luz é uma constante universal da natureza, usou-se
esse fato para simplificar os padroes. Com o avanco da tecnologia, definiu-se o “segundo”
através de relogios atomicos, mais precisamente a partir de propriedades atomicas do Césio-
133: https://en.wikipedia.org/wiki/Second. O metro, por sua vez, foi definido a partir
do “segundo” como sendo a distancia que um raio de luz viaja em m segundos: https:
//en.wikipedia.org/wiki/Metre.

Portanto, atualmente a velocidade da luz é uma constante que vale exatamente ¢ = 2, 99792458 x
108 m/s: https://en.wikipedia.org/wiki/Speed_of_light. Todas os digitos depois do 8
sao 0.

lano = 365,25 dias x 24 19188 » 60 L » 60 = x 2 99792458 x 105 2 ~ 9,46 x 10'° m.

hora
Use o item acima.
Im=1m x (2,99792458 x 108)~! =~ 3,34 x 1079s. Use esse resultado para converter sua
idade.

O comprimento de Planck é /p = Z—? ~ 1.616 x 107%° m, o tempo de Planck é tp = %; ~

5.391 x 107* s, e a energia de Planck é Fp = % ~ 1.956 x 107 J.

f.1) velocidade = 10 = 10c.

f.2) A unidade de pressdo no SI é kg - m~!

-s72. Logo pressao = 10'%¢2 kg/m? no SI.

£.3) A unidade de densidade de energia no SI é também kg - m~! - s72. Logo, densidade de energia =
1c? kg/m? no SI.

f.4) A unidade de aceleracdo no SI é m -s~2. Logo, aceleracao = 10c? m~! no SI.

2. Invariancia de um intervalo tipo-tempo:

a)

Temos liberdade para transladar e rotacionar espacialmente os eixos coordenados. Sejam S e
S os referenciais. Se P nao ocorre na origem espacial de S, podemos transladar essa origem
para que isso ocorra. Se P nao ocorre no instante inicial ¢ = 0 no referencial .S, podemos
reiniciar nosso rel6gio para que isso ocorra (translacao espacial). As mesmas translagoes
(temporal e espacial) podem ser feitas no referencial S. Com isso, garantimos que o evento
P ocorre nas origens de ambos os sistemas S e S.

Considere uma particula em repouso (i. e. com coordenadas espaciais fixas) no referencial S.
Consequentemente, no referencial S, essa particula ird se mover com velocidade constante
em relacdo & origem espacial. Através de rotacoes espaciais, podemos orientar o eixo x do



referencial S de modo que a velocidade da particula esteja na direcao x. Além disso, com
rotacoes espaciais no referencial S, podemos podemos orientar os eixos de S de modo que
coincidam com os eixos de S, ou seja, de modo que os eixos T, 7, z estejam alinhados com
Z,y,2. no instante ¢ = t = 0. Isso tudo pode ser feito preservando as origens dos sistemas
de coordenadas e, portanto, o que fizemos antes para que P esteja na origem dos sistemas
permance inalterado.

Por fim, queremos que o evento Q esteja no plano z = 0 (que coincide com o plano Z = 0
devido ao que acabamos de fazer). Repare que ainda temos um grau de liberdade: podemos
fazer rotagoes espaciais em torno do eixo z (e simultaneamente em torno do eixo T) sem
alterar o que fizemos antes. Com isso podemos garantir que o evento Q esta no plano z =0
(e consequentemente no plano z = 0 também).

Para mostrar que Yreg = Yo, vamos fazer um experimento mental. Queremos mostrar que
as dire¢oes perpendiculares a velocidade (que denotaremos por v) nado sao afetadas (nem
contraidas e nem dilatadas) em uma transformagao de Lorentz ao longo de v. Considere dois
canos idénticos de raio R (medido no referencial de repouso de cada um deles). Assuma que
ambos os canos tem seu eixo de simetria ao longo do eixo x. Suponha que o cano A se move
de x = —oo em direcao a x = 400, enquanto o cano B se move de x = 400 em direcao a
x = —oo. Certamente os canos irdo se encontrar em algum momento. Assuma, por absurdo,
que as leis da Fisica sao tais que as dimensoes transversais ao movimento sao contraidas (por
exemplo, quando um objeto se aproxima de um observador). Com isso, no referencial do
cano A, o cano B possui raio menor que R, enquanto o cano A possui raio R. Logo, o cano
B passard por dentro do cano A. Analogamente, no referencial do cano B, é o cano A que
passa por dentro do cano B.

Para verificar qual cano passou por dentro do outro, fomos espertos o suficiente para colocar
uma folha de papel nas extremidades dos canos antes do experimento. Assim, ao final do
experimento, podemos verificar quais das folhas de papel estao rasgadas para determinar qual
cano passou por dentro do outro. O resultado do nosso experimento mental deve ser indepen-
dente do referencial. Logo, a tinica conclusao possivel é que essa contragao de distancias que
suposemos ¢é absurda. O tnico resultado consistente de nosso experimento é que as distancias
transversais nao se contraem e nem se expandem. (Obs: existem diversas maneiras similares
de argumentar que dimensoes perpendiculares ao movimento nao se alteram. Uma maneira
possivel, por exemplo, é considerar uma carro de altura H que passa por um tunel também
de altura H).

Queremos agora mostrar que Qipe = Qpef = Qine = Opef- S€JAM Qipe = @ € Qpef = .
Considere o diagrama abaixo da situacao, de acordo com o referencial S



hy

Do ponto de vista do referencial S, a situagao é muito parecida. Devido ao item a), sabemos
que vale h1y = h1 e ho = ho. As distancias horizontais sdo contraidas. Assumindo que as
transformagoes de Lorentz agem de maneira homogénea no espaco, podemos escrever que

T2 T2
_t (1)
T1 21
Como a = o/, temos também
tan «
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tan «
Analogamente, no referencial S, temos
_ hy _ h1
tantine _ 3 _ MTr My _ o _ tana (3)
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Portanto, tan @y, = tanager. Como tan é uma funcdo bijetora entre (—g, %) e (—o0,00),
concluimos que Qipe = Qref-

c¢) Partindo do diagrama que usamos anteriormente, vamos definir mais alguns simbolos:

] X2 x



Note que R denota o evento em que a reflexdo ocorre. Como o raio de luz se propaga com a
velocidade da luz ¢ = 1, o tempo que ele demora para ir de P a Q é simplesmente

Azpp N Axqg Azpg

- (4)

Atpg = Atpg + Atgg = ,
COS ¢ COS v COS ¥

onde usamos o fato de que a distancia percorrida pelo raio de luz é igual ao intervalo de
tempo (pois a velocidade é ¢ = 1). Consequentemente,

1
cos? o

— (Atp)® + (Awgg)® = (Awpg)” (- + 1) = — (Azpg)” tan® a. (5)
Pela figura é facil perceber que (Azpg) tana = h + J, que é um invariante pois as distancias
perpendiculares ao movimento néao se alteram. Ou seja, — (Atpg)*+ (Azpg)? é um invariante.
Pelo mesmo motivo (i.e. distancias perpendiculares ao movimento nao se alteram), temos que
(Aygag)2 + (AZ(PQ)Q também é um invariante. Portanto, — (Aifg>g)2 + (Aacgag)2 + (Aygag)2 +
(Azpg)? é um invariante, ou seja

— (Atpa)*+ (Azpa)”+ (Aypa)” + (Azpa)” = — (Atpa)” + (ATpo)* + (ATipg) + (A%pa)” . (6)
3. Transformacoes de Lorentz:

a) Considere dois sistemas de cordenadas S e S’ cujas coordenadas sao relacionados por (¢, 2, ¢/, 2') =
(t,z,y,2) + (a,b,c,d), onde a, b, c,d sdo constantes. Mostre entdo que o intervalo entre dois
eventos P e Q independe do sistema de coordenadas utilizado.

b) Considere dois sistemas de cordenadas S e S’ cujas coordenadas sdo relacionados por rotacoes
espaciais. Temos entao que t = t' e que (2/,y/,2') e (x,y, 2) estdo relacionados por uma ma-
triz de rotacdo. Sabemos que a rotacao mais geral possivel em trés dimensoes pode ser
escrita como um produto de trés matrizes de rotacao (com um angulo de Euler para cada):
http://mathworld.wolfram.com/EulerAngles.html e https://en.wikipedia.org/wiki/
Rotation_matrix. Considere uma matriz de rotagao bésica (i.e. em torno de um dos eixos
coordenados) e mostre que o intervalo entre dois eventos P e Q permanece inalterado. Argu-
mente que o mesmo vale para uma rotagao qualquer.

c) Basta usar as relagoes entre as coordenadas y =/, z = 2/, x = A2’ + Bt', t = Ct' + Dzx'.
Considere a linha de mundo de uma particula que estd em repouso em S’. Por exemplo, a
linha de mundo 2’ = ¢’ = 2/ = 0. Logo, como o referencial S’ se move com velocidade v ao
longo da direcao x, concluimos que, no referencial .S, essa particula terd velocidade v. Como
Y =2 =0,temosy =1y =0ez=2 =0. Como 2z’ =0, temos x = Bt' et = Ct.
Logo, z/t = B/C = v, onde usamos o fato da particula ter velocidade v no referencial S.
Analogamente, para uma particula em repouso em S, no referencial S’ sua velocidade é —v.
Com isso, vocé consegue mostrar que B/A = v. Logo B/C = B/A = v implica que A = C.
Finalmente, use a invariancia do intervalo para encontrar as equagoes

C?-B*=1, (7)
AB - CD =0, (8)
A2 —D? =1. (9)

Encontre entéo os valores de A, B,C, D.



4. Diagramas de espago-tempo: veja a secao 1.8 do Schutz. Em particular, veja a figura 1.14
e o exercicio 1.12.

5. Diagramas de espago-tempo (parte 2): veja o problema 1.5 do Schutz.

6. a) Parametrizando a linha de mundo de uma particula com seu tempo préprio 7, temos t = ¢(7),
x=2xz(7), y =y(r) e z = z(7). Portanto, a quadrivelocidade é dada por:

dt(t) dx(r) dy(t) dz(1)
uu:(dT7 dr ' dr ' dr >

(10)

Alternativamente, podemos utilizar a prépria coordenada temporal ¢ para parametrizar a
linha de mundo. Para relacionar a quadrivelocidade com as quantidades obtidas quando se
usa a coordenada temporal como parametro, temos que usar a regra da cadeia:

dt dxdt dydt dzdt dt dr dy dz dt dt —
b=l — —— = — —=— | =— |, —, =, = | ==—(1 i) y Vz) — 5 17 )
“ <d7’dtdr’dtdr’dtdr> dT(’dt’dt’dt> ar (L Ve Vi V) dT( V)
(11)

onde V é a 3-velocidade usual.

Observe que, num referencial em que a particula estd em repouso, temos ¢t = 7, x = constante,
y = constante e z = constante. Portanto, nesse referencial, vale u* = (1,0,0,0). A quanti-
dade u*u, = ny,utu” é um escalar, ou seja, tem o mesmo em qualquer referencial. Como no
referencial de repouso da particula vale u*u, = —1, concluimos que u*u, = —1 em qualquer
referencial. Vamos usar esse fato para encontrar o valor de fl%:

dt (. = dt\? - dt

e 1,V>:>—1:“ - (4 (—1 V-V>:>—: . 12

b dT( u u” (d7—> + dr Y ( )

b) Esse é o problema 1.3 do Lightman. No referencial inercial dado, os referenciais S; e S
tem quadrivelocidades v} = v1(1,v1) e ub = v2(1,03), respectivamente. Por outro lado, no

/ /
referencial Sy as quadrivelocidades acima se tornam u} = (1,0,0,0) e uy = v(1,7), onde ¥
é a 3-velocidade relativa entre os referenciais e y = (1 — v%)~1/2. Como wus, = w|uln,, é

um escalar, seu valor é independente do sistema de coordenadas. Ou seja,

wulnu = uf ul ey =~y + N0 - 03) = —y (13)
Elevando ao quadrado e invertendo temos:

2 2 . R
1_ﬁ:<%_$§@ﬁ>iw:1_ﬂu_gimg_ (14)

Assim,
PO R0 e [ L s T R

v = ——
| 11— - o |1 — o1 - 032

7. Paradoxo dos gémeos: veja a secao 1.13 do Schutz.

8. Paradoxo da vara e do celeiro (ou do carro e da garragem): veja o problema 1.17 do
Schutz. Veja também o problema 1.1 do Wald e o problema 4.3 do Hartle.



9. Composicao de velocidades: veja o problema/solugao 1.4 do Lightman.
10. Transformacao de angulos: veja o problema/solugao 1.8 do Lightman.

11. Distribuicao de estrelas: veja o problema/solugao 1.9 do Lightman. Veja também a se¢ao
5.5 e o problema 5.17 do Hartle.



