Lista 3 - FIS 404 - Relatividade Geral

Curvatura, campos de Killing, fluidos, eletromagnetismo.
2° quadrimestre de 2017 - Professor Mauricio Richartz
Leitura sugerida: Carroll (segdes 3.1-3.4,3.6-3.8), Wald (capitulo 3 e secoes 4.1-4.3).

1. (***) No Célculo Vetorial aprendemos a calcular o gradiente (V¢), o divergente (V- V) e o
rotacional (V x V') em trés dimensoes. Usando a derivada covariante e o formalismo dos tensores,
encontre as formulas para essas trés operagoes em coordenadas esféricas definidas por

x = rsinf cos ¢,
y = rsinfsin ¢,

z =rcosb

2. Em um espago euclidiano 3-dimensional definimos coordenadas parabdlicas (u, v, ¢) através de

T = UV Cos ¢,
Y = uvsin ¢,
z

3 - ?)

a) Encontre a matriz de mudanga de coordenadas entre coordenadas parabélicas e coordenadas
. / .
cartesianas 9z/9z" , bem como a sua inversa.

b) Encontre a base coordenada de vetores e a base coordenada de covetores para as coordenadas
parabolicas em termos das bases correspondentes em coordenadas cartesianas.

c) Encontre a métrica e a métrica inversa do espago euclidiano em coordenadas parabdlicas.
d) Calcule os simbolos de Christoffel.

e) Calcule o divergente V,V# de um vetor V# qualquer e o laplaciano V¥V, f de uma fungao
escalar qualquer em coordenadas parabdlicas.

3. (***) Considere uma 2-esfera com coordenadas (6, ¢) e métrica ds?> = df? + sin? 0dp?.

a) Mostre que as curvas de longitude constante (¢ =constante) sao geodésicas e que a tunica
curva de latidude constante (6 =constante) que é geodésica é o equador (0 = 7/2).

b) Transporte paralelamente o vetor V* = a0y + b0y uma vez em torno de um circulo de latitude
constante fy. Quais s@o as componentes do vetor obtido em funcao de 647

c¢) Determine os vetores de Killing desse espago-tempo.
4. (***) Uma boa aproximagao para métrica na superficie da Terra e nas suas vizinhangas é
ds? = —(1 + 2®)dt? + (1 — 2®)dr? + r2(d6* + sin® 0dp?),

onde ® = —GM/r é o potencial gravitacional Newtoniano (G é a constante de Newton e M ¢é a
massa da Terra). Ao longo do problema, assuma que ¢ < 1.



a) Imagine um relégio na superficie da Terra a uma distancia R; do centro da Terra e um outro
relégio no topo de um prédio alto a uma distancia Re do centro da Terra. Calcule o tempo
marcado por cada relégio em fungao do tempo coordenado t. Qual relégio é mais rapido?

b) Encontre a geodésica correspondente a um movimento circular de érbita em torno do equador
da Terra (0 = 7/2). Quanto vale d¢/dt?

¢) Quanto tempo préprio se passa para que um satélite localizado a uma distancia Ry do centro
da Terra complete uma 6rbita? Trabalhe em primeira ordem em ®. Substitua os valores para
G, M e Ry, sem esquecer de recuperar os fatores ¢, para encontrar o resultado em segundos.
Compare o valor com o tempo medido por um relégio estacionario na superficie da Terra.

. (¥**) A métrica da 3-esfera em coordenadas z* = (¢, 0, ¢) é dada por
ds® = dip? + sin? ¢ (df? + sin® d¢?).

a) Encontre os simbolos de Christoffel da seguinte maneira: escreva as equagao de Euler-
Lagrange para maximizar o tempo préprio de uma curva qualquer com pontos inicial e
final fixos; compare a equacao encontrada com a equacao geodésica e extraia os simbolos

de Christoffel.

b) Calcule o tensor de Riemann, o tensor de Ricci, e o escalar de Ricci.

. Encontre explicitamente um conjunto completo de campos de vetores de Killing para os seguintes
espagos:

a) espaco de Minkowski, cuja métrica é ds? = —dt? + dx? + dy? + dz? (dica: sdo 10 vetores de
Killing, correspondendo as transformagoes de Lorentz (grupo de Poincaré)),

b) um espago-tempo com coordenadas (u,v,x,y) e métrica
ds? = —(dudv + dvdu) + a*(u)dz?® + b*(u)dy?,

onde a e b sdo fungoes nao especificadas de u. (Essa métrica representa o espago-tempo de
uma onda gravitacional. Dica: sao 5 vetores de Killing; para todos eles a componente u se
anula, i.e. K" =0).

. Sobre o tensor de Riemann, mostre que:

a) Rabcd = Rcdaba

b) devido as simetrias, em um espago de dimensao n, das n
apenas n?(n? — 1)/12 sdo independentes.

4 componentes do tensor de Riemann

. Fluidos perfeitos na Relatividade Especial: um fluido perfeito é definido como sendo uma
distribuicao continua de matéria cujo tensor de stress-energia-momento é dado por

Tab = pugUp + P(nab + u(l“’b)v

onde u® é um quadrivetor tipo-tempo unitario que representa a quadrivelocidade do fluido. As
funcoes p e P sao interpretadas, respectivamente, como a densidade de massa-energia e a pressao
do fluido medidas no referencial de repouso do fluido. O fluido é denominado perfeito devido a
auséncia de termos de conducao de calor e de termos de stress correspondentes a viscosidade.



a) Na auséncia de forgas externas, o movimento de um fluido perfeito é governado por 9%T, = 0.
Mostre que, projetando essa equacao nas direcoes paralela e perpendicular a u®, obtemos:

uOup + (p+ P)0%uy =0, (P + p)u®Oqup + (Nap + uqup)0*P = 0.
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b) Mostre que no limite nao-relativistico, i.e. P < p, u® = (1,7), e v% < ‘ﬁP

acima se tornam:

, as equacoes

a = — —

£+V-(pﬁ)20, p[—f—(U-V)ﬁ}:—VP,

ou seja, a equagao 0Ty, = 0 corresponde & equagao da continuidade (i.e. conservagao de
massa) e a equagao de Euler.

c¢) Considere uma familia de observadores inerciais com velocidades paralelas v* (ou seja, Opv® =
0). De acordo com a definicao de Ty, a quantidade J, = — pU° representa o quadrivetor
corrente de densidade de massa-energia medido por esses observadores. Mostre que 0*J, = 0,
ou seja o divergente da corrente é zero (usando a lei de Gauss(teorema de Stokes) é possivel
mostrar que essa equagao implica que a energia do sistema é conservada).

. (¥**) Eletromagnetismo na Relatividade: As equagoes de Maxwell, na forma diferencial,
sao dadas por (em unidades ¢ = g = ¢y = 1):

0,
= 4mp,

= G

VxB-9% =4rJ, V-

VxE+9% =0, V-
onde E e B sao, respectivamente, os campos (vetores espaciais) elétrico e magnético. Para
escrever as equagoes de Maxwell na forma tensorial, definimos um tensor antisimétrico Fy;. Para
um observador que se move com quadrivelocidade u®, a quantidade E, = F,v® é interpretada
como o campo elétrico medido pelo observador enquanto a quantidade B, = —%eadechvb é
interpretada como o campo magnético. Uma particula de massa m e carga g, com velocidade
v®, que se move em um campo eletromagnético Fy;, obedece & equacio v29,v" = %Fbcvc.

a) Mostre que, no referencial em que o observador estd em repouso, o tensor eletromagnético é
(em coordenadas cartesianas):

0 -E, —E, —E,

E. 0 B. -B,

-B, 0 B,
0

Fab: E
E. B, -B,

<

b) Encontre as componentes do tensor F 1o referencial de repouso do observador e em coor-
denadas cartesianas.

c) Mostre que duas das equagoes de Maxwell podem ser escritas na forma covariante como
Fluwy =0

d) Mostre que as outras duas equagoes de Maxwell podem ser escritas na forga covariante como
0, F* = 47 j*, onde j* é o quadrivetor corrente cujas componentes no referencial de repouso
sao gt = (p, J).



e) Mostre que a antisimetria de F,;, juntamente com as equagoes de Maxwell, implica a con-
servacao de carga: 9%j, = 0.

f) E possivel mostrar que a equagao FJ,,,; = 0 implica a existéncia de um campo vetorial A*
(o potencial eletromagnético) tal que F,, = 0, Ay — OpA,. Mostre que existe uma liberdade
de gauge na definicdo de A,: A, — A, + J,x, onde xy é uma funcao qualquer. Mostre
que é possivel fixar o gauge de modo a se ter 9°A, = 0 (esse é o gauge de Lorentz). No
gauge de Lorentz, A, é definido por 00,4, = —4mjp, que representa a equacao de ondas
eletromagnéticas.

g) Na Relatividade Geral, seguindo a “regra da substitui¢ao”/ minima, as equacoes de Maxwell
assumem a forma
V@Fgp = —4mjs,
Viafrg = 0.

Pela “regra da substituigao” minima, o potencial eletromagnético A, é tal que F,, = VA, —
VpA,. Mostre que a derivada covariante nessa expressao se reduz a derivada ordindria e,
portanto, Fy, = 0, Ap — Op A, assim como no espaco-tempo plano. Pela regra da substituicao
minima, a equagdo de ondas eletromagnéticas deveria ser VV,A, = —4rj,. Mostre, no
entanto, que essa equagao implica em néo conservacao da corrente, i.e. V,j% # 0. Isso ilustra
uma deficiéncia da regra “regra da substituigdo” minima. Ao invés dessa equagao de onda,
devemos usar V*V A, — R4 Ay = —4nmj,. Mostre que essa equacao implica Vqj® = 0.

10. Eletromagnetismo na Gravitagao Quantica: foi sugerido que a gravitagao quantica poderia

11.

induzir um acoplamento de curvatura ao eletromagnetismo de modo ao alterar uma das equagoes
de Maxwell:
Vy [(1+ aR)F*] =dmjt, Vi Fyg =0,

onde o é uma constante e R = R}, é o escalar de curvatura do espago-tempo. No espago-tempo
plano, como R = 0, essas equagcotes se reduzem as equagoes usuais do eletromagnetismo. O fato
de V[, Fyq = 0 nao ser modificada, garante a existéncia do potencial eletromagnético A*.

a) Mostre que a antisimetria de F),, implica que
V.V, 1+ aR)F*] = (14 aR)V,V, F"

b) Usando o resultado acima, mostre que as novas equagoes de Maxwell implicam que a corrente
é conservada, i.e. V5% = 0.

c) A partir de uma andlise dimensional, estime o valor numérico da constante de acoplamento
« induzida pela Gravitacao Quantica.

(***) Espago-tempo esfericamente simétrico: o espago-tempo quadridimensional esferica-
mente simétrico mais geral possivel é dado pela métrica

ds? = —e 1) dt? 4+ 2N dr? 4 r2d0? + r? sin® 0dg?,
onde v(t,r) e A(t,r) sdo fungoes arbitrarias de ¢ e 7.

a) Determine gqp, g € g%;

b) Determine todos os simbolos de Christoffel nao-nulos de I'f, (lembre-se da simetria I'f, = I'% );
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c¢) Determine todas as componentes nao nulas do tensor de Riemann Rgp.q (lembre-se das sime-
trias de Rgpeq para evitar repetir contas);

d) Determine as componentes nao nulas do tensor de Ricci R,p, o escalar de Ricci R, e as
componentes nao nulas do tensor de Einstein Gp.



